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EXERCICE 1

Soit X un ensemble non vide au plus dénombrable. Soit v : P(X) — R, une mesure positive
qui est constante sur les singletons :

il existe a € Ry, Vr € X, v({z}) = a.

1. On suppose que X est fini de cardinal p. Déterminer explicitement v.

2. On suppose que X = N et que v est une mesure finie. Démontrer que v est la mesure nulle.

EXERCICE 2
On considére un espace mesurable (§2, A) et W un point de §Q.

1. On rappelle que la mesure de dirac notée 6z : A — R, est définie par pour tout A € A,

0 siag A
1 siae A

()= {

Montrer qu’il s’agit d’une mesure de probabilité sur (R, A).

2. On suppose que {w} € A et que j est une mesure de probabilité sur (2, A) vérifiant p({w}) =
1, montrer que u est la mesure de Dirac au point @ sur (€2, .A).

3. On suppose que u est une mesure de probabilité sur (S0, A) vérifiant il existe un insécable
A (relire la définition dans le TD3) de A tel que u(A) =1 et w € A, montrer que p est la
mesure de Dirac au point @ sur (9, A).

Indication : Si B € A, alors B= (BN A)U (BN A°).

4. On considére l'ensemble Q = R muni de la tribu A = {0, R%,R* R*R_ Ry, {0},R;}.
Justifier bricvement que A est une tribu sur R, puis comparer les deux mesures d3 et 05 sur

A.

EXERCICE 3
Soit (ay,), une suite a termes réels positifs, (an)n € (RN,

1. On définit la fonction v : P(N) — R, en posant, pour tout A € P(N),

+oo
v(A) = a,5,(A).
n=0
Expliquer briévement pourquoi cette formule a un sens dans R.
2. Démontrer que v est une mesure positive.

3. Démontrer que v est o-finie.



4.
d.

A quelle condition v est-elle finie ?

A quelle condition v est-elle une probabilité sur (N, P(N)) ¢

EXERCICE 4
Soit p € [0,1], et ¢ = 1 — p. On considére Q@ = {a,b} un ensemble a deuz éléments et P la
mesure de probabilité définie sur la tribu A = P(Q) par P({a}) =p et P({b}) = q.

1.

2.

On pose X la fonction de (2, A) dans (R, B(R)) définie par X(a) =1, X (b) = 0. Montrer
que X est une variable aléatoire.

On appelle comme dans le cours Px la loi de probabilité de X qui est définie sur B(R),
Px(A) = P(X € A) = P(X"'(A)). Déterminer Px(R_), Px({1/2}), Px({0,1}), Px(Q).

Reconnaitre la loi de X .

EXERCICE 5
On considere l’espace de probabilité (R, B(R),d5). On a vu en cours que X : R — R définie par
X(t) = 2t était une variable aléatoire de (R, B(R),d5) dans (R, B(R)).

SRR

Calculer en fonction de a € R, la valeur de 65(] — oo, ) et de d5(] — oo, ).
Donner la définition de la loi Px de probabilité de X.

Quel est le domaine de definition de Px ¢

Déterminer Fx la fonction de répartition.

Montrer que Px({t}) = Fx(t) — lim, ;- Fx(t). En déduire la valeur de Px sur chaque
singleton puis identifier Px.

EXERCICE 6
On considére Q0 un ensemble quelconque et (C1,Cy). On suppose que C; C P(Q2) pour i = 1,2.
On note 7(X) la tribu engendrée par X .

1.
2.

Justifier que si C; C 7(Cs) et Co C 7(Cy) alors 7(Cy) = 7(Cs).
Soit D C P(2). On définit l'ensemble des complémentaires

E={FeP(Q)|3ID e D vérifiant £ =Q\ D}.

Montrer que (D) = 7(£).

On suppose que S est un sous-ensemble d’un espace vectoriel normé. On considere O (res-
pectivement F) l'ensemble des ouverts (respectivement l’ensemble des fermés) de 2. En
déduire que T(O) = 7(F).

On suppose que @ = R, on note ZO_,, l'ensemble des intervalles de la forme | — 00, al
et TF » Uensemble des intervalles de la forme |b, +00,[. Montrer que ZO_., n'est pas une
tribu.

Que peut-on déduire sur T(ZO_) ?



EXERCICE 7
On considére (2, A, u) un espace mesuré. On définit l’ensemble T par

A, C B C A, }

T— {B € P(Q) pour lequel 3(A;, Ay) e Ax A Ay \ Ay) =0

1. Vérifier que A C T, en particulier que Q) € T .

2. Vérifier que T est stable par passage au complémentaire (on a intérét a faire un dessin pour
comprendre l'intuition,).

3. Soit By, By, Bs, ... une suite d’éléments de T. Montrer que U,>0A,, € T.

4. Soit Q quelconque que l'on munit de la tribu A = {0,Q} et de p la fonction identique-
ment nulle sur A. Prendre conscience que (2, A, ) est un espace mesuré et montrer que
Uensemble T est alors égal a P(€2).

5. Soit Q={1,...,6} que l'on munit de la tribu A = {0,{2,4,6},{1,3,5},Q} et d’une proba-
bilité truquée P({2,4,6}) = 1 tandis que P({1,3,5}) = 0. Déterminer la tribu T.



