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Intégration - Probabilités
TD 7

Par défaut, (€2, .4, 1) sera un espace mesuré. On rappelle que I'intégrale d’une fonction étagée
est particulierement simple a calculer :

=S atn = [ fdu= am(s)
=1 @ j=1

EXERCICE 1 —
On considére une fonction positive mesurable ¢ valeurs possiblement +o0o, f € LO(Q, A, R,) et
trois ensembles mesurables A€ A, Be A et C € A.

1. On suppose que, pour tout x € A, f(x) =400, et que u(A) > 0.
a) On considére pour tout n, la fonction f, = nla. Calculer fA fo(z) du(x)
b) Montrer a l’aide de la définition de Uintégrale que [, f(z)du(x) = +oo.
¢) Montrer que [, f(x)du(z) = +oo.

2. On suppose que, pour tout x € B, f(x) = 400, et que u(B) = 0.
a) On considére pour tout n, la fonction g, = nlp. Calculer [, g, (x)du(x)
b) Montrer a l'aide de la deﬁmtzon de lmtegmle que [, f(z)dpu(z) = 0.

¢) Montrer que [, f( = Jos fl@ d,u( ).
8. On suppose que j(C) = 0. Montrer que [, f(z)du(z) = 0.
4. On suppose que pu(B) = 0 et que g € ﬁl(Q,A,u,R+). Montrer que [, g(x)du(z) =
Jorp 9(@) dp().
EXERCICE 2

On considére une fonction positive intégrable, h € LY(Q, A, 1, R..).

1. En utilisant la définition de lintégrale, montrer que pour tout entier n > 1, il existe une
fonction étagée positive h,, telle que h,, < h et telle que

| r@aua) = % < [ @) dnto) < [ 1o duta),

2. Montrer en considérant ¢, = max(hy,...,hy,) qu’il existe une suite croissante (o, < @ni1)
de fonctions étagées positives p, telle que ¢, < h et telle que

Aumwm—iséwmmmwsémmwm»
EXERCICE 3

Soit a € Q tel que {a} € A et 8, la mesure de Dirac en a. On considére f € LO(Q, A, R,).

1. Quels sont les atomes de 0, ?



2. On considere g = fly,y. Montrer que g est égale a f, 0, presque partout et que g est étagée.
3. Calculer [, gdd, puis en déduire que [, f dd, = f(a).

EXERCICE 4
On considére X wune variable aléatoire (Q, A,P) suivant une loi de Bernoulli de paramétre
p €1]0,1[. On note Px cette loi. On rappelle que Px = pdy + (1 — p)dy. Calculer [, X (w) dP(w).
On admet que

/RdeP’X(J:) :p/Rxdél(x)—i-(l —p)/xdéo(ac),

R

calculer [, v dPx(x). Comparer et commenter.

EXERCICE 5 B B
Soit f:(Q,A) = (Ry, B(Ry)) une fonction mesurable positive. Soit pn une mesure sur (€2, A).

On considere la fonction A — R, définie par

)= [ fan 1)

1. Montrer que si U,V sont des parties de 2, 171y = 1yqy.

2. Justifier bricvement que la formule (1) a un sens (que la quantité existe bien au besoin
dans R ).

3. On considére (2, A, ) = (R, B(R), \) et f = 1|_34, déterminer vy.

4. On considere (Q, A, 1) = (R,B(R),\) et g = 1j_34;, déterminer v,. Montrer que vy, = vy.
Essayer de commenter.

5. On considere (Q, A, ) = ({1,2,3,4,5,6}, P(Q),P) un dé équilibré (probabilité uniforme) et
f(n) =n, déterminer vy.

6. On considére (0, A, ) = ({1,2,3,4,5,6}, P(Q),P) un dé équilibré (probabilité uniforme) et
g(1)=0=9(2) =9(3) =g(4) et g(5) =2, g(6) =4, déterminer v,.

7. On suppose que f = 1y pour un ensemble U dans A. Montrer que vy est une mesure sur

(Q,A). A quelle condition cette mesure est-elle finie ¢ (respectivement respectivement une
mesure de probabilité ?)

8. On considére ici le cas ot f est une fonction positive étagée. Soit A € A. Calculer vs(A).
Montrer (a Uaide de l'exercice 3 du TD3) que que vy est une mesure sur (2, A). A quelle
condition cette mesure est-elle finie ¢ (respectivement une mesure de probabilité ?)

Compléments

EXERCICE 6

On suppose qu’il existe deuz mesures positives (fu1, j1o) définies sur A telles que p = py + ps.
On considére une fonction positive mesurable, f € L%(Q, A,Ry). Le résultat principal de ’exercice
est que si u est intégrable, alors [ud(p + p2) = [qudp + [ udps.



. Soit p une fonction étagée positive telle que ¢ < f, montrer que

1yummmz4¢mam+mmwzéwmmmw+éwwwmm

En déduire que

/QsO(x) du(@:/ﬂw( d(pr + p2)( /f ) dpia (2 /f ) dpia(z

puULS que

/f ) dyu(a (/f (s + o) /f ) dpu (o /f ) dpus(z

. Montrer que si f ¢ LY(Q, A, u,Ry), alors

/ﬂf(x) (1 + p2)( /f ) dpi (z /f ) dpa(z

. On suppose que f € LY, A, 1, RL),
a) Montrer que pour i € {1,2}, il existe une fonction étagée étagée positive f' telle que
fi< f et telle que

/f ) dpi(z ——</f2 ) dpi(x /f ) dpi(z

b) Montrer que la fonction f, = max(f}, f2) est une fonction étagée. En déduire que

Lﬂw (1 + 12)( /f ) dyu (z (/f ) dyig(z

. On suppose que u € LY(Q, A, 1, R) (signe quelconque). Montrer

[ u@ydn + )@ = [ w@)dinte)+ [ uta) o)



