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Intégration - Probabilités
TD 8

EXERCICE 1
Soit a € Q tels que {a} € A. On considére f € L°(Q, A,R,). Calculer Jray fApt

EXERCICE 2
On considére un espace de probabilité (S, A,IP) et deuzr variables aléatoires réelles X et'Y
définies sur cet espace. On suppose que que X =Y P-presque surement

1. Montrer qu’il existe un ensemble mesurable négligeable N tel que pour tout w ¢ N, X (w) =
Y (w).

2. Montrer que pour tout borélien B de R, X~Y(B) UN = Y~Y(B)U N. En déduire que
Px = Py.

3. On considére le cas particulier (0, A, P) = ([-1/2,1/2], B(([-1/2,1/2]), \) (en toute rigueur
P est la restriction de la mesure de Lebesgue). Vérifier qu’il s’agit bien d’un espace de
probabilité. On définit X; : R — {—1,0,1} par Xi(w) = signe(x), Xo = —X; Montrer que
X et Xy sont deux variables aléatoires de méme loi mais que P(X; = X5) = 0.

4. On suppose que Px = Py et que X est intégrable montrer que Y est intégrable et que
Ep(X) = Ep(Y).

EXERCICE 3

On considére 'espace de probabilité (Q, A, P) définie par une roulette équilibrée. Donc ) =
{0,1,...,36}, A = P(Q). On va utiliser techniquement les regles de la roulette anglaise, qui
differe de la roulette francaise par le traitement du zéro.
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FIGURE 1 - la roulette anglaise.

1. On considére la variable aléatoire Xpq; qui est le gain net si on mise 1 sur pair : Xpqr(0) =
—1/2 (cas spécial, on a perdu mais pas complétement) Xpuir(1) = —1 (on a perdu), Xpuir(2) =
1 (on a gagné), ... Xpwir(36) = 1. Montrer que X,qir est une variable aléatoire étagée et ex-
pliciter la partition associée. Que vaut l’espérance de Xpqir.
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7.
8.

On considére la variable aléatoire X,anque qui est le gain net si on mise 1 sur mangue (1-
18) : Xinangue(0) = —1/2 (cas spécial, on a perdu mais pas complétement) X pangue(1) = —1
(on a perdu), Xpmangue(2) =1 (on a gagné), ... Xmangue(36) = —1. Montrer que Xpangue €St
une variable aléatoire étagée et expliciter la partition associée.

Une conséquence de l'exercice 4 du TD 6 est que si X est une variable aléatoire étagée qui
séerit X =31 a;1a, ot d’une part les a; sont distincts et d’autre part (Ay, As, ..., Ay)
constitue une partition mesurable finie' alors la tribu engendrée par X est égale a la tribu
engendrée par la partition (Ay, As,..., Ay). Déterminer les tribus A,ouge engendrée par
Xrouge, Apair engendrée par Xpair, Amangue engendrée par X panque-

. Comparer en utilisant la relation “plus fine” ces deux tribus. Montrer que les tribus Apqy

et Apasse ne sont pas indépendantes.

Montrer que (avec des notations évidentes) la tribu o(Apair U Apasse) est la tribu engendrée
par la partition la partition

{A07 Apair et passes Apair et manque) A’impair et passes Aimpair et manque}-

On considere la variable X = Xpuip + Xpasse. Montrer que X est une variable aléatoire
discrete finie donc une fonction étagée et expliciter la partition associée ainsi que la tribu
engendrée par X .

Comparer o(X) avec o(Xpair)-

Comparer o(X) avec o(Apair U Apasse)-

EXERCICE 4
Soit X une variable aléatoire réelle définie sur l'espace de probabilité (2, A, P) suivant une loi
normale centrée réduite N'(0,1), ¢’est-a-dire que sa fonction de répartition ®(t) := Fx s'écrit

t 1 W2
O(t) = / \/%e’7 du.

On considére ¢ : R — R définie par p(t) =t + |t|.

1.

d.

Montrer que p € L°((R, B(R)), (R, B(R))).

2. Montrer que Y = p(X) est une variable aléatoire positive.
3.
4. Montrer que pour tout t > 0 P(0 <Y < 2t) =P(0 < X <t). En déduire Fy (en fonction

Déterminer la probabilité que P(Y = 0).

de ®).

La variable aléatoire Y est-elle continue ? diffuse ¢

EXERCICE 5
On considére une fonction F' : R — R une fonction dérivable en tout point. On suppose de plus
que la fonction F' est bornée sur R. On va supposer que |F'| < M.

1.

Pour un z fizé, étudier le signe de la fonction auxiliaire sur [x,4+o00| définie par

p(r) = Fly) - Flx) = M(y — ).

Que peut-on en déduire sur le taux d’accroissement de F' ¢

1. par convention on prendra chaque A; non vide méme si cela ne modifie pas le calcul de la tribu engendrée.



. Montrer que la fonction F' est lipschitzienne, c’est-a-dire qu’il existe une constante réelle k
telle que pour tout x,y de R

|F(x) — Fy)| < klz —y|
. On considére pour n > 1, la fonction g, : R — R définie par

F(x+1/n) — F(z)
1/n

gn(z) = =n(F(z +1/n) = F(z)).

Etudier la convergence simple de cette suite de fonctions . En déduire que la fonction F' est
mesurable sur R.

. Justifier lexistence de f[a ararn F () AA(2)

. On suppose en plus dans cette question que F est de classe Ct, montrer que pour tout a de
R, pour tout h > 0, on a

Fla+h) — Fla) = /[ RCCCE / " Foa

. On suppose a nowveau que F' dérivable en tout point et que la fonction F' est bornée sur R.
Peuz-t’on affirmer que pour tout a de R, pour tout h > 0, on a

Fla+h) — F(a) = / " Pt



