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CHAPITRE

m Suites numériques

dans R, Rappel et
Compléments

Objectifs :
1. approfondir le concept de sous-suite.

2. donner un cadre & +oo afin d’éviter des contorsions du style “la suite (n?),, ne converge
pas mais possede une limite qui est +o0”.

3. définir une notion “faible” de limite mais qui existerait pour toute suite.

Mot clés : valeur d’adhérence, suite de Cauchy, R, lim, lim.

1.1 Rappels sur R

1.1.1 Majorant
Définition 1.1. Un ensemble A C R est majoré par M € R si

Va € A, a < M.

On dit que M est un majorant de A. Si 'ensemble A posseéde un majorant, alors I’ensemble A
est majoré.

L’ensemble des réels satisfait 'axiome de la borne supérieure (A.B.S.) : toute partie A C R
majorée admet un plus petit majorant. On 'appelle la borne supérieure de A et on le note
sup(A). Formellement, on écrira :

400 si A n’est pas majoré

sup(A) = {

le plus petit des majorants  si A est majoré.

Définition 1.2. minorant, minoré, inf(A), voir cours Analyse réelle L1.

Proposition 1.3. Si A C B sont bornés et non vides, alors

inf(B) < inf(A) < sup(A) < sup(B).

1.1.2 Suites

Définition 1.4. Une suite numérique correspond a la donnée d’une application ¢ : IN — R qui
a n associe ¢(n) = u,. On la note (uy)nen-

Définition 1.5. On dit que la suite (uy, )new converge vers £ € R, notée u,, — £ oulim, 4 o0 Up =
0 si
Ve >0, Ing € N, Vn > ng, |u, — ¢ <e.

Théoréme. (Suite monotone) Soit (u,)neN une suite croissante et majorée alors elle converge
vers un élément £ € R.



Théoréme. (Théoréme d’encadrement) Soient (un)nen, (Vn)nen €t (Wp)nen trois suites telles
que pour tout n = 1, u, < v, < Wy,

1. Si(un)n>1 €t (Wp)n>1 sont convergentes et de méme limite, i.e. limv, = limw, =¢ € R,
alors (vn)n>1 converge aussi vers cette limite £.

2. Si (up)n>1 diverge vers +oo (i.e. limu, = 4+00), alors limv, = +o0.

Théoréme. (Suite adjacentes!) Soit (up)nen €t (vn)nen deuz suites réelles telles que
1. (un)nen est croissante,
2. (vn)nen est décroissante,
3. pour tout n € N, u, < v,
4. limy, s 4 oo [V — un| = 0.

alors (up)n et (vy)n convergent vers la méme limite.

1.1.3 Sous-suite et valeur d’adhérence d’une suite dans R

Définition 1.6. La suite (a)nen est une suite extraite ou sous-suite de la suite (u,)pen 8'il
existe une application W : IN — IN strictement croissante telle que pour tout n € N, a,, = uy(n)-

Exemple 1.7.
1. Soit (up)nen une suite réelle alors
(a) la suite (xn)nen définie pour tout n € N par x, = uay, est une suite extraite.

(b) la suite (Yn)nen définie par
VYn € N, y, = uy,2

est une suite extraite.
(c) la suite (zp)nen définie par z, = u_, n’est pas bien définie.

2. Soit u, =1In(n) et la suite (Vp)nen définie par
v, = inf X, ot X,, = {um|m € N, u,, > n}.

Alors la suite (vp,)nen est une sous-suite (admis) mais la formule de U est plus compliquée
tout en étant programmable.

3. Soit (un)n la suite des valeurs approchées par défaut (a 10~™ prés) de w, les mathématiciens

savent que ug = 3, uy = 3,1, us = 3,14 etc...On a donc deux cas de figure.

o “L’écriture décimale de w contient une infinité de fois le chiffre 1;”

o “L’écriture décimale de w contient un nombre fini de fois le chiffre 1.”
Plagons nous dans la situation du premier cas, alors on pourrait donc définir pour chaque
entier n, v, comme étant la plus petite “troncation par défaut de w” contenant exactement
n fois le chiffre 1. Par exemple, vg = 3, v1 = 3,1, vo = 3,141 etc... Clairement la suite
(Un)n constituerait une sous-suite de (uy)n. Pour autant, on est aujourd’hui totalement
incapable de calculer v, pour de grandes valeurs de n.

Définition 1.8. Soit (u,)nen une suite & valeur réelle et v € R. On dit que v est une valeur
d’adhérence dans R de la suite (up),en 8'il existe une suite extraite (yn)nen de (un)nen telle
que
= 1l .
o=l o

On note Adhg(z,) I'ensemble des valeurs d’adhérences de la suite (z,,)nen dans R.

Exemple 1.9.

1. De telles suites sont dites adjacentes.



1. up = (—1)". On considére les suites extraites suivantes :
(a) (Ugn)nen qui est une suite constante égale a 1,

(b) (U2n+1)nen qui est constante égale a —1.

Ainsi —1 et 1 sont deuz valeurs d’adhérence de la suite (uy)nen. Comme 2IN et 2IN + 1
forment une partition de N, on a obtenu toutes les valeurs d’adhérence : Adhg = {—1,1}.

2. Uy = (e ™)n>1. La suite converge vers 0. Ainsi chaque sous suite converge aussi vers 0
et lensemble des valeurs d’adhérences est réduit au singleton {0}.

3. (sin(n))nen : difficile (voire impossible pour nous pour linstant)...

Remarque 1.10. Si U est une application strictement croissante alors pour tout n € IN,
U(n) = n.

1.1.4 Construction de sous suites

Dans la pratique, beaucoup de sous suites ne sont pas aussi “simples” aussi explicites que (uap )n
ou (Ugn241)n mais “construites”.
Par exemple,

Théoréme 1.11 (Ramsey). Soit une suite réelle quelconque, il existe une sous suite monotone
au sens large.

Il s’agit 1a d’un résultat fondamental mais théorique. Concretement, si on reprend la suite
u, = sin(n), on est dans 'incapacité de construire concrétement une telle sous suite. Pour
autant, le résultat de Ramsey posséde une conséquence importante.

Corollaire 1.12 (Bolzano-Weierstrass). Toute suite réelle bornée posséde une sous-suite conver-
gente.

Démonstration. Soit (uy, ), une suite réelle bornée, d’apres le théoreme de Ramsey, il existe une
une sous-suite (vy,)n = (Ugp(n))n- La suite (v,), étant monotone et bornée est donc convergente.

O

On va détailler ici la preuve du théoreme de Ramsey pour illustrer le caractére parfois tres
abstrait du concept de sous suite.

Démonstration. Soit (uy ), une suite réelle. On va introduire ici une définition (qu’il n’y a pas
lieu de retenir. On va considérer que 7 est un pic de la suite (u,), (ce que 'on va noter ici
“n € Pic((un)nen)), T appartient & 'ensemble des pics de la suite (u,),”) si tous les termes
suivants le terme d’indice 7 sont strictement plus petits que lui. En clair,

Up > Up+1
n e Pic((un)ne]N) =4 U > Up42

Il faut prendre le temps de déterminer I’ensemble des pics pour

e la suite (7n —n? + 1), ;

e la suite ((—1)")p;

e la suite (e ")y ;
De toute fagon, pour une suite (uy, ), donnée, 'ensemble des Pics est un sous-ensemble fini ou
infini de IN vide ou non vide. On va construire la sous suite en distinguant plusieurs cas.



Premier cas L’ensemble Pic((un)nen) est vide.

Cela signifie que pour tout entier n, il existe un terme k > n tel que uy > w,. Il suffit
d’initialiser la sous suite en posant vy = u,, = uo puis on sait qu'il existe w,, = uy (avec
ny > ng). Mais il existe un entier ng > ny tel que wu,, > u,,. De proche en proche, on
peut “construire” ng < mny < ... tel que up, < Uy, < ...

Deuxiéme cas L’ensemble Pic((un)nen) est fini. Soit N le plus grand élément de cet
ensemble. On peut alors considérer la sous-suite (wy,)n = (Un)n>nN+1- Il est immédiat de
vérifier que Pic((wy)nen) est vide. D’apres I’étude du premier cas, il existe une sous-suite
monotone (vy,), de la suite (wy,),. Mais (v, ), est aussi une une sous-suite monotone de

Troisiéme cas L’ensemble Pic((u,)nen) est infini. Puisqu’il s’agit d’un sous ensemble in-
fini de IN, on peut “numéroter” ces éléments.

Pic((un)new) = {no, ni,na,.. .},

avec ng < nq < .... Mais puisque ng est un pic de la suite, et que ny > ng, on en déduit
que Up, > Uy, . De méme, puisque 1y est un pic de la suite, et que ng > nq, on en déduit
que Uy, > Uy, et ainsi de suite. De proche en proche, on peut vérifier que la sous-suite
ainsi “construite” est strictement décroissante.

O

Remarque 1.13. L’idée sous jacente du troisieéme cas est une idée a retenir. Par exemple, soit
une suite (up)n quelconque et A est un sous-ensemble de R, si l’ensemble {n € N | u,, € A} est
infing alors, il existe une sous-suite (u¢(n))n tel que pour tout n € IN, uy,) € A. C’est méme
une condition nécessaire et suffisante pour l’eristence d’une telle sous-suite.

Remarque 1.14. Pour finir, mentionnons un cas facile de construction de sous-suites, si a
partir d’un certain rang N tous les termes sont dans A alors, il existe une sous-suite de la
forme (un4N)nen dont les éléments sont tous dans A.

1.2 Suites de Cauchy

1.2.1 Définition

La définition de la convergence d’une suite dans R nécessite de connaitre sa limite, ce qui est
bien souvent tres contraignant. On va prendre un exemple fondamental ici, qui s’appellera plus
tard la série harmonique.

UOZO
u1:1
Uy =14 1/2

(1.1)
up=14+1/24+...+1/n

Cette suite vérifie 1,41 —u, — 0 quand n — 400 mais il ne s’agit que d’une condition nécessaire
de convergence. On va introduire un critére qui lui est nécessaire et suffisant et dont 1’énoncé
n’a pas besoin de connaitre la valeur numérique d’une éventuelle limite.

Définition 1.15. Une suite réelle (u,)nen est dite de Cauchy (“vérifie le critere de Cauchy”)
si
Ve >0, Ing € IN,Vp, ¢ = ng, |up —ug| <e.

ou de maniere équivalente

Ve >0, Ing € N,Vp > ng, Vr € IN, |upsr —up| <e.



Informellement, les termes se tassent les uns a coté des autres. Formellement, si on introduit les
ensembles X,, = {u, t > n} = {un, unt1,. ..}, lasuite (u,)nen est de Cauchy si et seulement si
pour tout € > 0, il existe un rang N, tel que Xy, soit contenu dans un intervalle de longueur 2e.
Mais puisque par construction X, 1 C X, on peut avoir la vision intuitive la suite (u,)nen
est de Cauchy si et seulement X,, peut étre rendu aussi “petit”, “étroit” (contenu dans un
intervalle de longueur aussi petite) que I'on souhaite.

Exemple 1.16.

1. w, = # est une suite de Cauchy : soit € > 0 alors il existe ng tel que 7%2 < 5. Ainsi

Vp, q = no, |up - uq| < HupH + ||uq|| <e.

2. La suite définie par u, = (—1)" n’est pas une suite de Cauchy. On considére la négation
de la définition : 3 > 0, Vng € IN, 3p,q > no, |up —uy| > €.

On choisit par exemple € = 1. Pour tout ng € IN, considérons p =mng et ¢ =ng + 1 alors

|—1—1|=2 sin est impair,

Up — Ug| = |Un, — u =
‘ P q| | no n0+1| {1+1|:2 st n estpa,z‘r,

3. La suite définie par u, = In(n) n’est pas une suite de Cauchy. En effet soit € = In(2)
alors pour tout ng € IN, on choisit p =ngy et ¢ = 3ng alors

[up — Uq| = |Usny — Ung| = |In(310) — In(ng)| = [In(3) + In(ng) — In(ng)| = In(3) > e.

Proposition 1.17. Toute suite de Cauchy est bornée.

Démonstration. Choisissons € = 1 alors il existe ng € IN tel que
prq = no, |U’p - uq| < L.
En particulier, en choisissant ¢ = ng, pour tout p > ng,

[up — Uny| <€ = —1 < up — Upy < +1,
= Upy — 1 < Up < Up, + 1.

On pose M = max(ug, U1, ..., Un, + 1) and m = min(ug, Uy, ..., Un, — 1). Ce sont deux nombres
réels et la suite (u,)nen est bien a la fois majorée par M € R et minorée par m € R. O

Remarque 1.18. On retrouve le fait que la suite définie par u, = In(n) n’est pas une suite de
Cauchy. En effet, elle n’est pas bornée.

1.2.2 Caractere nécessaire et suffisant du critere de Cauchy

Théoréme 1.19 (Critére de Cauchy). Toute suite réelle est convergente dans R si et seulement
si c’est une suite de Cauchy.

Démonstration. = Soit (uy,)nen une suite convergente vers £ € R et € > 0. Par définition, il
existe ng € IN tel que pour tout n > ng,

[un — €] <

i

Do ™

Ainsi si p, ¢ > ng alors par I'inégalité triangulaire

[up — gl < |up — Ung| + |tn, — ug| <e.



La suite est donc bien de Cauchy.

< Montrons maintenant la réciproque. Soit (uy)nenw une suite de Cauchy. Alors par la propo-
sition 1.17, elle est bornée. On définit X,, = {us,t > n} = {upn, Unt1,...} qui est donc a fortiori
borné (sous-ensemble de X qui est borné). Par construction, on a X, +; C X,, pour tout n € IN.

On pose i,, = inf(X,,) et s, = sup(X,,) qui sont deux nombres réels car ’ensemble X,, est borné
et donc ces suites existent par I’axiome de la borne supérieure. Montrons que les suites (i), et
(8n)n sont adjacentes.

Soit n € IN. Par construction X,,+1 C X, et d’apres la Proposition 1.3, on a

Z'n < in+1 g Sn+1 < Sn.

11 reste donc & prouver que lim, 1 o (s, — i,,) = 0 pour obtenir le caracteére adjacent.
On va utiliser la définition de la convergence. Soit € > 0 alors il existe N, € IN tel que

Vn = ng, |u, —un.| <e.
Dit autrement, pour tout n > N, ,
UN, — € < Up S UN, T E.

Dit autrement X,, C [un. — €, un. + €], donc en passant au sup, s, < u, + /2. De maniére
similaire, on a %, > uny. — €. On a donc pour tout n > ng,

0< (s —in) < 2e.

Puisque ¢ est arbitraire (parmi les nombres strictement positifs), la suite (s, — iy, )nen converge
donc vers 0. Les deux suites sont adjacentes et convergent vers la méme limite ¢ € R.

Finalement, on remarque que pour tout n € IN, u,, est un élément de X,, donc s, < up < p.
Par la théoréme d’encadrement, on conclut que (un)nen converge aussi vers £.
O

Il existe une démonstration alternative de ce théoréme basé sur le théoréme de Ramsey (voir
page 3).

1.3 Définition de la droite réelle étendue R

D’un point de vue ensembliste, R = R U {—o0, +oc}, puisque cet ensemble contient R, on va
prolonger les structures présentes sur R.

1.3.1 structure d’ordre sur R

On peut analyser soit en termes de 'ordre strict “<” soit de 'ordre large “<”.

-0 <

—00 <gZ T < +00,
Vz € R, “au sens de R”, { z < 400, (—00) < (400),
(—00) < (+00), (=00) < (=00),
(+00) < (F00),

C’est bien une relation d’ordre totale sur R, en particulier si a < b et si b < a alors ils sont
égaux, et les relations (stricte ou large) sont transitives.



1.3.2 structure d’addition sur R

Attention toutes les opérations ne sont pas autorisées.

(—0)+z =24 (—00) = —00,

(+o0) + =z + (+00) = +00 =
Vz € R, (—00) + (—00) = —o0, au sens de R

(t00) + (+00) = +o0

Interprétation : cohérence avec le fait que si une suite (u,), converge vers z et une suite
(vn)n converge vers oo alors (u, + v,), converge vers +oo etc...

Remarque 1.20. Attention, par exemple (+00) + (—o0) est une opération interdite, ce qui est
cohérent avec le fait que si une suite (uy), converge vers 400 et une suite (vy,), converge vers
—o0 alors on ne sait pas si (un + vn)n converge. ..

1.3.3 structure de multiplication sur R

Attention toutes les opérations ne sont pas autorisées.

(—o0) xx =2 X (—00) = —00,
(+00) X z = X (+00) = —00,
(+00) Xy =y x (F00) = —o0,
Vo > 0,Vy < 0,¢ (—00) x y =y x (—o0) = +00, au sens de R
(+00) X (—o0) = —o0,
(~o0) x (~o00) = +o0,
(+00) X (400) = 400

Interprétation : cohérence avec le fait que si une suite (u,), converge vers z et une suite
(vn)n converge vers —oo alors (u, X v,), converge vers —oo etc...

Remarque 1.21. Attention, certaines opérations ne sont pas définies : 0 x (+00), (+00) x 0.

Interprétation : cohérence avec le fait que si (uy,),, converge vers 0 et une suite (vy,), converge
vers —oo alors on ne peut conclure si la suite (u, X v, ), converge ou non et méme si elle converge,
on ne peut prédire la limite, etc...

1.3.4 notion de convergence sur R (structure “topologique”)

Définition 1.22. On dit que la suite (u,)nen d’éléments de R converge vers le nombre réel £
au sens de R, si
Ve >0, In. € N, Vn > ne, |u, — ] <e.

Définition 1.23. On dit que la suite (tun)new d’éléments de R converge vers +oo au sens de
R, si
VM € R, dng € N, Vn > ng, u, > M.

Cas particulier des suites constantes.

1.3.5 Compatibilité de ces structures

Proposition 1.24. Soit une suite (u,), de nombre réels et a € R (respectivement o = 400 )
telle que limy, 4 oo uy, = v (au sens de la premiere année), alors (u,)n est une suite convergente
au sens de R et toute suite (vy)n convergente vers o au sens de R.



Proposition 1.25. Pour toute suite (u,), convergente au sens de R et toute suite (vy)n
convergente au sens de R, si pour tout n € N, u,, < vy, alors

lim u, < lim v,
n—-+o0o n—-+oo

en particulier si pour tout n € N, u, < B, alors lim,_, 4o un < 6.

Proposition 1.26. Pour toute suite (uy,), convergente vers o au sens de R et toute suite (vy,)n
convergente vers 8 au sens de R, chaque fois que lopération est autorisée, (si «+  a un sens
ou si af} a un sens ), on a :

n—-+4oo n—-+oo n—-+o0o

lim wu, x lim v, = lim (u,v
n—-+4oo n n—-+oo n n~>+oo( n n)

{ im u,+ lm v,= lim (u,+v,)

1.4 Propriétés élémentaires de R

1.4.1 Majorants et borne sup au sens de R

Définition 1.27. Un ensemble A C R est majoré par M € R si
Va € A, a < M.

On dit que M est un majorant de A. Si I'ensemble A possede un majorant, alors I'ensemble A
est magjoré au sens de R.

Compte-tenu de la présence de +o0c au sein de R, la notion de majoré au sens de R n’a aucun
intérét tandis que celle de majorant au sens de R est une notion pertinente. Des lors, si par
exemple on considere A borné, il est inutile de préciser que c’est au sens de R car ce sera
toujours implicitement le cas.

Compte-tenu de ce que I'on sait de R, toute partie non vide? A C R majorée admet un plus
petit majorant. On I'appelle la borne supérieure de A et on le note supg(A). On peut méme le
définir pour toute partie A C R non majorée.

1.4.2 Comportements des suites monotones de R

Proposition 1.28. Toute suite monotone (au sens large) (uy,), d’éléments de R est convergente
au sens de R.

On peut étre plus précis, si (up), est croissante alors limy, ooty = supﬁ{uo,ul, ...} tandis
que si (up)y est décroissante alors limy, o uy, = infg{ug,uy,...}

Par exemple, si (uy,), est croissante, il y a 4 cas de figure
e Vn, u, = —o0
e il existe un rang Ny tel que Vn > Ny, u, = +00
e il existe un rang Ny tel que la sous-suite (u,)n>n, soit réelle bornée. Dans ce cas, la
suite (uy,), possede une limite finie.
e il existe un rang Ny tel que la sous-suite (uy,)n>n, Soit une suite réelle (mais non bornée)
et la suite (uy,), a pour limite +oo.

2. dans le cas de ’ensemble vide, il existe également une borne sup et une borne inf mais c’est beaucoup plus
difficile & comprendre.



1.4.3 Théoréme d’encadrement dans R

Proposition 1.29. Pour toute suite (un)n et (wn)n convergentes au sens de R et ont méme
limite, si APCR, u, < vn, < Wy, et alors la suite (vy,), est convergente au sens de R et on a

lim w, = lim v,= lim w,
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

En particulier si APCR, u,, < v, et silim,_, . u, = 400, il suffit de prendre la suite constante
wWp = +00

1.5 Limite inférieure, limite supérieure

1.5.1 Définitions

On va généraliser la démarche de la partie 1.2 & une suite (un)n quelconques a valeurs dans @:
soit désormais (uy)nen, une suite de R. Pour tout n € IN, on pose X, :7{un7un+1, .} CR.
D’apres la partie 1.4.1, 'ensemble X,, admet une borne supérieure dans IR. On pose

sp = sup(X,) € R.

La suite (s, )nen est décroissante (C(Enme précédemment mais dans R) car X,,1; C X,,. Par la
proposition 1.28, elle converge dans R et

lims, = inf s, = inf sup u;.
nelN nelN t>n

Définition 1.30. On appelle limite supérieure et on note lim u,, la quantité lim s,, dans R.

Similairement, X,, admet une borne inférieure. On pose
in = sup(X,) € R.

La suite (i, )nen est croissante car X,, 41 C X,. Par la proposition 1.28, elle converge dans R
et

limi, = inf s, = sup inf wu,.
neN nelNt=n

Définition 1.31. On appelle limite inférieure et on note lim u, la quantité lim4, dans R.

Exemple 1.32.

1. (un)nen suite constante égale & C (éventuellement constante APCR) d’éléments de R
alors lim u,, = lim u,, = C.

2. (up)nen suite convergente vers £ d’éléments de R alors lim u,, = lim u,, = ¢

3. (un)nen suite d’éléments de R définie par ug = 1, uy = —1/2, uz = 1/3 elc... alors on
peut calculer explicitement i, et s,. On conclut alors que lim u,, = lim u,, = 0

4. (Un)nen suite d’éléments de R définie par u, = (—1)"... alors on peut calculer explicite-
ment i, et s,. On conclut alors que lim u,, = 1 tandis que lim u,, = —1

Remarque 1.33.7Ain3i lim w,, et lim u,, d’une suite réelle existent toujours (possiblement avec
des valeurs dans R) alors que la notion de limite peut ne pas étre définie.
Exemple 1.34.
1. (up)nen = (n?)nen. Alors pour tout n € N, X,, = {n? (n+1)%,..}, on a donc
(a) s, = +oo et lim u, = +oo,

(b) i, =n? et lim u, = +oco.



2. (un)nen = (n(—1)")nen. Alors pour tout n € N, X,, = {n(=1)", (n + 1)(=1)""1 ...}, on
a donc
(a) s, = +oo et lim u,, = +o0,
(b) i, = —oc0 et lim u,, = —oo.

3. (Un)n>1 = (%)791. Alors pour tout n € N, X,, = {1, 2

T ..}, on a donc
(a) sp =2 etlimu, =0,

(b) i, =0 et limu, =0.

On peut généraliser auz suites monotones.

autres...

1.5.2 Opérations sur lim et lim

Proposition 1.35. Soit (z,)nen €t (Yn)nen deux suites réelles alors,

1. VA€ R, A >0, lim \z,, = Mim z,,,

2. VAeR, A >0, lim Az, = Mlim z,,

3. lim (—z,) = —lim x,,.
Remarque 1.36. On peut utiliser le troisieme résultat pour montrer des résultats sur la limite
inférieure a laide des résultats équivalents pour la limite supérieure.

Remarque 1.37. i lim z,, = +00, puisque la suite (s,), est décroissante vers +oo, elle vaut
constamment 400.
Proposition 1.38. Soit (7, )nen et (Yn)new deux suites réelles alors, s’il existe ng € IN tel que
pour tout n = ng, Tp < Yn alors lim z,, < lim y,, et lim z,, < lim y,,.
Proposition 1.39. Soit (z,)nen €t (Yn)nen deux suites réelles alors,

1. lim (2, + y,) < lim z,, + lim y,,,

2. lim (v, + yn) > lim x,, + lim y,,
Démonstration. énoncé sans preuve O

Remarque 1.40. Soit (1,)nen une suite réelle. On suppose que lim x,, = 3.
e alors APCR, x, < 3,1, mais aussi APCR, x, < 3,01 ...
e on peut en revanche étre dans le cas ou x, < 3 n'arrive jamazis,

Remarque 1.41. Soit (z,)nen une suite réelle. On suppose que lim x,, = 3.
e alors {n € N | z,, > 2,9} est un ensemble infini, mais aussi {n € N,| x,, > 2,99} est
aussi un ensemble infini.
e on peut avoir {n € IN,| x,, > 3} soit vide.

1.5.3 Valeur d’adhérence d’une suite au sens de R

Définition 1.42. Soit (7,,),en une suite & valeur dans R et v € R. On dit que v est une valeur
d’adhérence de la suite (z,)nen 871l existe une suite extraite (yn)new = (2, Jnen telle que

limy, =v.
Remarque 1.43. On rapelle que la suite d’entier (kn)nen doit étre strictement croissante pour

bien avoir une suite extraite. Plus formellement, il existe : ¥ : IN — IN strictement croissante
telle que si u, = ®(n) alors y est application définie par :

v ®
N - N — R
n = k, — up, =do¥(n)

On note Adhg(z,,) ensemble des valeurs d’adhérences de la suite (,,)nen dans R.
Dans le cas o u, = n(—1)", on a montré en cours que Adhg(u,) = {—00, 400}

10



1.5.4 Lien avec les limites supérieures et inférieures

La limite supérieure et la limite inférieure sont respectivement la plus grande et la plus petite
des valeurs d’adhérence.

Théoréme 1.44 (admis). Soit (un)new une suite a valeurs dans R alors
o lim u,, € Adhg(uy,) et lim u,, = max(Adhg(uy)),
o lim u, € Adhg(uy,) et lim u, = min(Adhg(uy)).

Conséquence : Adhg(u,) est un sous ensemble de [lim Up, lim u,] qui contient & la fois lim u,
et lim u,,.

Remarque 1.45. Si la suite est convergente (au sens de R), alors l’ensemble des valeurs
d’adhérence (au sens de R) est un singleton (cf. la remarque 1.10).

Montrer par exemple que la limite supérieure est une valeur d’adhérence est un résultat difficile
car cette valeur d’adhérence n’est pas associée & une sous suite “naturelle” (sous-suite des termes
paires, des termes impaires, .. .), il faut “construire” cette sous suite. Il existe un cadre général
concernant ’existence d’une sous-suite vérifiant une propriété donnée.

Proposition 1.46. Soit (u,) une suite, P une propriété et I = {n | P(u,) vrai}. Alors on a
l’équivalence entre

e [’ensemble I est infini;

o il existe une sous-suite (uy(y)) tel que pour tout n, P(uymy)) est vrai.

Corollaire 1.47. Soit a < b, et (u,) une suite, on a l’équivalence entre
o {n]a<u,<b} estinfini;
e il existe une sous-suite (uy(n)) tel que pour tout n, a < uyp) < b.

1.5.5 Lien avec la limite

Théoréme 1.48 (Admis). Soit (u,)new une suite d valeurs dans R alors, on a l’équivalence
entre

1. La suite (un)nen est convergente dans R

2. lim u,, = lim wu,,.

Ce théoreme est considéré comme admis mais il s’agit d’une conséquence immédiate du théoreme 1.44.

Démonstration.] = 2 Si on suppose que la suite (u,)nen est convergente dans R vers a, alors
on sait que tout toute suite aura méme limite et donc Adhg(u,) = {a}. En utilisant le
théoreme 1.44, on se rend compte que d’une part

lim sup u,, = max Adhg(u,) = max({a}) =«
et que d’autre part
lim inf u,, = min Adhg(u,) = min({a}) = a.

Donc les limites inférieures et supérieures sont égales.

2 = 1 On suppose maintenant que les limites inférieures et supérieures sont égales a un certain
« appartenant a R. Avec les notations usuelles, on sait que

11mn—>+oo Sp = &
hmn—>+oo in =«
Pour tout n, i, < u, < $p

11 suffit donc d’utiliser le théoréme d’encadrement pour conclure que la suite (uy)n est

convergente (vers «).
O

11



Corollaire 1.49. Soit (up)nen une suite a valeurs dans R telle que lim u,, < lim u,, alors la

suite est convergente dans R.

Démonstration. On suppose que lim u, < lim u,. Puisque lim u, > lim wu, est toujours
vrai, on a donc 1’égalité entre les limites inférieures et supérieures et on peut appliquer le
théoreme 1.48. O
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CHAPITRE

2

Séries numeériques a
valeurs réelles

Objectifs : Etude d’une série pas trop compliquée en appliquant les regles présentées dans ce
chapitre

e test de divergence grossiere

e régles de comparaison et d’équivalence pour les séries a termes positifs

e regles de Riemann, de Cauchy et de d’Alembert

e critere usuel des séries alternées

e calcul du rayon de convergence d’'une série entiere
Mot clés : séries positives, série semiconvergente, série absolument convergente

2.1 Séries numériques : vocabulaire et propriétés fonda-
mentales

2.1.1 Définition

Soit (an)nenw une suite réelle, on considére une nouvelle suite réelle (Sy,)nen, dite suite des
sommes partielles de (an)nen définie par

1. Sy = ag,

2. 81 =ag+ aq,

3. Sy =ag+a + as,
4. ...,

5. 8, = 1 oQk-

(an) est le terme général de la série Y ay,.

Remarque 2.1. Si la suite (an)n>n, est définie uniquement a partir de ng € IN, alors on
définit les sommes partielles a partir de ’étape ng : pour tout n = ng, S, = ZZ:ng ag.-

Définition 2.2. On dit que la série de terme général (a,)nen converge si la suite des sommes
partielles (S, )nen admet une limite réelle. Dans ce cas, on note Z',:j) ay la limite de (Sp)nen :

+oo
Z ap = lim S,,.
k=0

Si la série de terme général (a,)nen ne converge pas, on dit qu’elle diverge.

Remarque 2.3. Si on considére une suite (S,) quelconque, par exemple S, = n(—1)", on peut
remarquer qu’il est possible de linterpréter comme une série, il s’agit en effet de la série des
(an) ot ag = So, a1 = S1 — Sp, az = S2 — Sy, ... Tout ce chapitre pourrait se traiter sans avoir
besoin du vocabulaire des séries. En résumé “Une suite est une série et une série est une suite.”
Si on traite ce chapitre, c’est qu’il existe un certain nombre de techniques permettant d’obtenir
la convergence de la suite des somme partielles (Sy).

13



2.1.2 Exemples
Série de terme général arithmétique (a + bn)y>1
Série de terme général harmonique (1),

Attention la suite n’est pas définie pour n = 0.

On a vuen TD que S, := Y_;_; + — +00. Donc la série est divergente.

Série de terme général (t.8.) (-5)n>1

La suite T, = Y_;_; (%) est croissante et majorée (somme télescopique cf. TD). Elle est donc
convergente dans R.

En fait, on peut montrer que (c’est toutefois difficile)
=
pors k 6

Séries de terme général géométrique (¢"),cn et ¢ € R
Lorsque ¢ # 1, on a une expression explicite des sommes partielles :

1— n+1 n+1_1
g, =174 q

1—gq - q—1

Comme on a une forme explicite, on peut faire une étude directe :

1. si |g| < 1, alors |g|™ converge vers 0 et donc ¢ — 0. Ainsi S,, converge vers 1—;.

2. si |g| > 1, alors la suite ¢" est non bornée, donc ¢" diverge dans R et la suite (Sy)nen
diverge.

3. si ¢ = 1 alors pour tout n € IN, S, = n + 1. La suite des sommes partielles ne converge
pas.

4. si ¢ = —1 alors

So=1
S1=0
Sey=14+(-1)+1=1

Sn =

1 si n est pair,
0 si n est impair.

En fait, on utilise souvent ’abus de langage qui consiste a parler de série géométrique pour série
de terme général géométrique.

2.1.3 Propriétés générales : comportement a ’infini

Proposition 2.4. (Condition nécéssaire de convergence) Si la série de terme général (an)neN
converge alors a, — 0.

Démonstration. Par définition, la suite S,, = ZZ:O ay, converge vers { € R alors

Sn _>n—>+oo 14

14



De plus, si on pose pour tout n € N, T, := S, 41 alors ((T},) étant une suite extraite)
T, = n+1 —?n—+oo 14
On en déduit par regle de calcul sur les limites que a,,+1 = S;,4+1— 95, converge vers {—¢ =0. O

Corollaire 2.5 (Test de divergence grossiere). Soit une série de terme général (ap)nen- Si la
suite (an)nenw ne converge pas vers 0 alors la série de terme général (ap)nen diverge. On dit
alors qu’elle diverge grossierement.

Exemple 2.6. Ce n’est pas une condition suffisante comme le montre la série harmonique de
terme général (),>1 qui diverge (preuve faite en cours en utilisant le critére de Cauchy).

On prouve maintenant deux propositions qui montrent que la nature d’une série ne dépend pas
du comportement des premier termes.

Proposition 2.7. La propriété de convergence d’une série est une propriété asymptotique, dit
autrement on a l’équivalence

1. La série Z:ioo Uy, est convergente ;
2. pour tout N, la série Z:ZDN u, est convergente ;

3. il existe N tel que la série Z;rfN Uy, S0it convergente.

Définition 2.8. On dit que deux séries sont de méme nature si elles sont toutes les deux
convergentes ou toutes les deux divergentes.

Proposition 2.9. On considére deuz séries de terme général (an)nen €t (by)nen. On suppose
qu’il existe ng € IN tel que pour tout n > ng, a, = b, alors la série de terme général (a,) et la
série de terme général (b,) sont de méme nature.

2.2 Séries a termes positifs

On va étudier plus particulierement ici le cas des séries dont le terme général est positif :

2.2.1 Définition
On dit que la série de terme général (a,), est une série a termes positifs si
Vn € N, a, € [0, +o0].

Proposition 2.10. La suite (S,)nen associée a une série d termes positifs est positive et
croissante. En particulier, elle converge dans Ry. On distingue deux cas :

1. sila suite (Sy)nen est majorée alors la limite est réelle et on dit que la série converge.

2. sila suite (Sp)nen tend vers +o0o0, on dit que la série diverge.

Démonstration. Soit n € IN, par définition des sommes partielles, on a
Sn+1 - Sn = On+41 =0

Donc la suite des sommes partielles (S, )nen est croissante et a termes positifs (car So = ag > 0).
Elle converge donc dans R (cf chapitre 1).

De plus, si la limite est réelle, le théoreme de convergence implique que

—+oo
Zak =lim S,, = sup S,,.
k—0 nelN
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2.2.2 Importance des séries a termes positifs
Une facon de se ramener au cas des séries a termes positifs est de passer en valeur absolue.

Définition 2.11. La série de t.g. (an)nen est dite absolument convergente si la série de t.g.
(lan|)nen est convergente. Une série de terme générale (a,)nen convergente mais pas absolu-
ment convergente est dite semi convergente.

Dans ce cas d’une série a termes positifs, il y a équivalence entre étre absolument convergente
et étre convergente car pour tout n € N, |a,| = ay,.

Théoreme 2.12. Si la série de t.g. (an)nen est absolument convergente alors elle est conver-

gente et
+oo
D
n=0

Démonstration. On note S,, = ZZ:O ay, la suite des sommes partielle d’ordre n associées a la
suite (ag)r. L’objectif est de montrer que (Sy,)nen est une suite de Cauchy :

+oo
<D lanl- (2.1)
n=0

Ve >0, In. € N, tel que Vp > ¢ = ng, |S, — 94| <e.

Par hypothese, la suite T,, = ZZ:O |ak| est convergente donc c’est une suite de Cauchy. On va
appliquer ceci pour un € > 0 fixé, donc il existe N. € IN tel que

Vp >q > Ng, |Tp_Tq|<E'

Ce qui peut se reformuler comme

P
Vp >q > N, Z lak| < e.

k=q+1
Or on a l'inégalité triangulaire :
P P
> af< Y fml<e
k=q+1 k=q+1

Donc la suite (S, )nen est de Cauchy puisqu’il suffit de considérer n. = N.. La suite (S, )nen
converge (donc également (]S, |)nen)

11 reste & prouver U'inégalité (2.1) mais c’est immédiat car pour tour n, |S,| < T,. Puisque les
suites (Sp)nen (|Snl)nen et (|Tn|)nen convergent, il suffit de passer a la limite.

lim S,

= lim |S,| < lim T,

O

Le résultat sur les séries absolument convergentes met en valeur I'intérét des séries dont chaque
terme est positif. De plus leur étude est relativement plus simple que les séries quelconques. On
va donner plusieurs regles qui permettent de prouver la convergence.

2.2.3 Critere de comparaison

Principe de comparaison des séries a termes positifs

Proposition 2.13. (Principe de comparaison) Soit (up)nen et (wn)nen telles que
Ing € N, Vn > ng, up < wy

alors
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1. 80 Y- wy, (notation pour la série de t.g. (wp)nen) converge alors > uy, converge.
2. Si Y wuy diverge alors > wy diverge.

Démonstration. Notons tout d’abord que 2) est la contraposée de 1), les deux résultats sont
donc équivalents et il suffit de démontrer 'un des des deux, par exemple 1).

On suppose que la série de terme général, (w,,)neny converge et on démontre que la série de
9 S
terme général (u,)nen converge en trois étapes :

1. on remarque que la série de terme général (wy,)n>n, converge,
2. on déduit que la série de terme général (uy,)n>n, converge,

3. on en déduit que la série de terme général (uy,),>0 converge.

D’apres la proposition sur la suppression des termes d’une série, la série de terme général
(Wn)n>n, converge.

Déduisons le second résultat. On pose (S),)n>n, la suite de sommes partielles associée & la série
de terme général (up)n>n,. Rappelons que pour tout n > ng,

5%:: ﬁi Uk -

k}:’ﬂo

On en déduit que

n n —+oo
S;zzzuké Zwk< Zwk<+oo.

k?:’no k?:’no k?:’rlo

La suite (S),)n>n, est majorée donc convergente dans R. La série de terme général (uy,)n>n,
est convergente.

D’apres la proposition sur la suppression des termes d’une série, on en déduit que la série de
terme général (uy,)n>0 converge. O

Exemple 2.14. Soit la série de terme général (n—ls)n | alors pour tout n =1,

2

1<
s S w2

—_

Or la série de terme général (%) converge donc la série de terme général (%) converge.
n n n

n>1 >1

Exemple 2.15. Soit la série de terme général (yn)n21 définie par pour tout n > 1,

cos(sin(exp(n))) — 3

Yn =

Alors pour tout n > 1, 0 < y, < fz. Donc la série de terme général (yn)n>1 converge absolu-

ment, donc la série de terme général (yy),~, converge.
=

Exemple 2.16. (Série de Riemann) Soit a €]0,400[, on considére la série de terme général
(n%)n>1 alors

1. si « €]0,1] alors
<L
n(X

S|

Comme la série de terme général (%)n>1 diverge, la série de terme général (n%)n>1
= =

diverge.

17



2. sia> 2 alors

Comme la série de terme général (7712)
converge.

- g g (L
ns1 COMVErge, la série de terme général (na)n>1

3. si a €]1,2[ : on ne peut pas répondre pour le moment.

Exemple 2.17. Attention : critere valable uniquement pour des séries a terme positifs et il
importe d’expliquer ce point dans les copies. Soient les deux séries de terme général (an)nen €t
(bn)nen définies par
vneN, a, =—1,
Vn € N, b, =0.

Alors la série de terme général (by)nen converge, la série de terme général (an)nen diverge et
pourtant a, < b, pour tout n € IN.

On finit par un résultat un peu plus théorique qui va servir dans les preuves suivantes.

Corollaire 2.18. Soit une série de terme général (un)nen, telle qu’il existe ¢ > 0 et g €]0,1]

avec

Vn 2 no, |un| < an-

Alors la série de terme général (up)nen est absolument convergente.

Principe d’équivalence

Définition 2.19. On dit que deux suites (a,)nen €t (bn)nen sont équivalentes si

1. il existe ng € IN tel que pour tout n > ng, x, # 0 et

lim 2% =1,
n—+00 Iy,

2. ou il existe Ny € IN tel que pour tout n > Ny, y, # 0 et

. x
lim = =1.
n—+00 Y,

On le note xz,, ~ yy.
Cela définit une relation d’équivalence sur les suites non nulles a partir d’un certain rang.
Culture générale : une relation d’équivalence est une relation telle que

1. @y, ~ x, (réfléxivité),

2. si xy, ~ yp alors y, ~ x, (symmétrie),

3. sixp ~ yn et y, ~ 2z, alors x,, ~ z, (transitivité).

Remarque 2.20. On utilise souvent utiliser les développement limités pour déterminer les
équivalents.

Proposition 2.21. Soient deux séries de terme général positif (an)nen €t (bn)nen. On suppose
que les suites (an)nen €t (bp)nenw sont équivalentes. Alors la série de t.g. (an)new converge si
et seulement si la série de t.g. (bn)nen converge.
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2.3 Regles usuelles

2.3.1 Regle de Riemann
Proposition 2.22. On considére une série de terme général positif (un)nen. On suppose que
la suite (un)new posséde un équivalent de la forme (K/n®)pen alors

1. si > 1 alors la série de t.g. (xn)nen converge.

2. si a <1 alors la série de t.g. (xn)nen diverge.

La proposition sera une conséquence du paragraphe sur la comparaison entre série et intégrale
(voir page 20).

2.3.2 Regle de d’Alembert

On commence par énoncer le cas positif sachant que dans la pratique, on peut passer en valeur
absolue pour se ramener & ce cas.

Proposition 2.23. On considére une série de t.g. (x,)nen strictement positif. On considére
une série a t.g. positif (Tp)nen- St la suite auziliaire (z,)n = (Tpt1/Tn)nen posséde une limite
£ alors

1. si £ <1 alors la série de t.g. (xp)nen converge.
2. si £ > 1 alors la série de t.g. (xn)nen diverge grossiérement.
Démonstration. On suppose d’abord que ¢ < 1. Pour tout ¢ €]¢, 1], puisque lim z,, < g, il existe

N, € IN, tel que pour tout n > Ny, z, < g et donc 0 < xp 1 < q,.
Par une récurrence immédiate, on en déduit que pour tout n > Ny,

Tn < TN, * qanq'

Comme ¢ < 1, il suffit alors d’appliquer le corollaire 2.18.

Supposons maintenant que ¢ > 1 : preuve similaire.

Exemple 2.24. Attention, si £ =1, on ne peut conclure. En effet,
1. la série de t.g. x, = (%)n diverge alors que £ =1 ;
2. la série de t.g. x,, = (#)n converge alors que £ = 1.

Exemple 2.25. Soit © un paramétre fizé, la regle de d’Alembert est inapplicable directement
pour la série de t.g.

P . .
B %! si p ppremier
un - .
0  sinon

Exemple 2.26. Soit x un parametre fixé, la série de t.g. u, = % est absolument convergente
donc convergente d’apres la régle de d’Alembert. Ce qui permet de traiter par comparaison
l’exemple précédent.

Une analyse de la preuve de la régle de d’Alembert montre qu’il existe une version plus générale

Proposition 2.27. On considére une série de t.g. (z,)new strictement positif. On considere
une série a t.g. positif (xn)nen. Soit £ = lim z, 0t (2n)n = (Tn+1/Tn)nen. Si € < 1 alors la
série de t.g. (xp)nen converge.
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2.3.3 Regle de Cauchy

On commence par énoncer le cas positif sachant que dans la pratique, on peut passer en valeur
absolue pour se ramener & ce cas.

Proposition 2.28. On considére une série a t.g. positif (xn)nen. Si la suite auziliaire (yn)n =
(ajyl/n)nem posséde une limite £ alors
1. si £ <1 alors la série de t.g. (xp)nen converge.

2. si € > 1 alors la série de t.g. (x,)nen diverge grossiérement.

Démonstration. On suppose d’abord que ¢ < 1. Pour tout ¢ € J¢, 1], puisque limy,, < g, il existe
N, € IN, tel que pour tout n = Ny, y, < g et donc 0 < z,, < ¢".

Comme g < 1, la série de t.g. ¢" converge. D’apres le principe de comparaison la série de t.g.
(Zn)neN converge.

Supposons maintenant que ¢ > 1. Pour tout ¢ € |1,¢[, puisque limy, > g, il existe N, € N,
tel que pour tout n > Ny, y, > ¢ et donc x,, > 1 et donc la série de t.g. (x,)nen diverge

grossierement.
O

Exemple 2.29. Le critére de Cauchy est inapplicable pour les séries de Riemann, en effet

%L)nelN*

2. La série de t.g. (Tn)nen = (7z)

1. La série de t.g. (Tp)nens = ( diverge alors que £ = 1.

nens Converge alors que ¢ = 1.

La encore, il existe une version plus générale.

Proposition 2.30. On considére une série de terme général (rp)nen. On considere £ =
lm {/|zn|)nen. Si € < 1 alors la série de t.g. (xn)new converge absolument.

2.3.4 Comparaison série-intégrale

Lorsque la série a étudier est de la forme (uy)n>0 = (f(1))n>0 et lorsque la fonction f: R% —
R est continue et décroissante, il est facile de comparer le terme général de cette sérieavec une
intégrale (voir figure 2.1).

n n+1

FIGURE 2.1 — f(n+1) < [" f(u)du < f(n)

n

Si on applique cette idée on peut écrire f(2) < f12 f(u)du < f(1) mais également f(3) <

f12 f(u)du > f(2) donc f(2)+ f(3) < f13 f(u)du < f(1) 4+ f(2) et de proche en proche,

n+1
f(2)+...+f(n+1)</1 fOdt< f()+...+ f(n)
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Ce qui peut s’écrire S, + f(n+1) — f(1) < 1n+1 f(t)dt < Sy,. Donc,
o silimy o0 [} f(t)dt =400 alors la série diverge.
e silimg 00 flx f(t) dt = ¢ (limite finie), la série converge. En effet, puisqu’il ’agit d’une
série a termes positif, pour montrer que la série converge, il suffit de remarquer que les
sommes partielles sont majorées.

Application aux séries de Riemann

Exemple 2.31. Soit a > 0 tel que a # 1 et f(t) = %. On peut considérer p(z) = [ f(u) du,
(p est la primitive de [ sur Ry qui s’annule en 1 ) :

@(x):lt:‘;—liasia;él. (2.2)
o(x) =In(z) si a = 1. (2.3)

En particulier o(x) posséde dans R une limite finie en +oo si et seulement si 1 —a < 0. On
retrouve la conclusion déja énoncée dans la proposition 2.22.

1. 510 < a <1 alors la série de t.g. (- )n>1 diverge.
2. si > 1 alors la série de t.g. (Z5)n>1 converge.

3. si a =1 la série diverge,

4. si a < 0 la série diverge grossierement.

Exemple 2.32.
_ In(n)

1. yn = =5,

2 g, = —1
— 1

3 zn = nln(n) -

2.4 Importance de ’ordre de sommation

Il peut étre tentant de sommer les termes d’une série dans un ordre pour lequel le calcul est
plus simple. L’objectif de cette partie est d’appeler a la plus grande prudence.

2.4.1 Une erreur possible

Considérons la série harmonique alternée dont la convergence a été étudiée en TD (elle sera
également prouvée ultérieurement dans ce cours).
Avec la notation usuelle de la somme partielle

1 —-1)"
571:,1+,+“_+( )
2 n

On appelle S = lim,, o0 Sp.

g 1_‘_1 1+1 1+1 1+1 1+1 1+1 1+1+
72 3 4 56 7 8 9 10 11 12 13 14 7
On est tenté de remarquer que
99 — 2+2 2+2 2+2 2+2 2+2 2+2 2+2+
72 34 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 7
Mais si on simplifie les fractions, on peut écrire (2.1) et on peut alors étre tenté de réorganiser
les termes en les classant par leur dénominateur. Concretement les termes verts sont inchangés,
les termes rouges sont écrits un peu plus tard, les termes un peu plus t6t et on a laissé en noir
les termes qui apparaitront plus tard et qui ne sont pas explicitement présent dans la deuxieme
écriture.
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25 = (2.4)
28 = (2.5)
On peut alors regrouper les termes en les simplifiant.
25:(—2+1)+;+<—§+;>+i+ (—§+;>+é+(—i+;)+... (2.6)
On reconnait alors I'expression de S
TR S N

1 1
2 3 4 5 6 7
On a ainsi “démontré” que 25 était égal a .S, donc que S =0c¢
La VRAIE valeur de S est —1In 2.

(e () (s e

2.4.2 Une relecture de notre erreur

e qui est impossible car S < —1/2.

Définition 2.33. On appelle permutation de IN toute bijection de IN.

L’erreur se situe au niveau de I’équation (2.5) tandis que ’équation (2.4) est valide. Le terme
de gauche ne vaut pas 2S5 mais une certaine valeur que nous appellerons 27'.
1211 2 1 1 2 1

T te e il 2.
+2 3+3+4 5+5+6 7+7+ (28)

Des lors, ’équation suivante (2.9) est également fausse et doit étre modifié

1 2 1 1 2 1 1 2 1
2T =(-241)+ = —— 4= - —— 4= = ——4+= s = 2.
( +)+2+( 3+3)+4+< 5+5)+6+< 7+7>+ S (29)
Des lors, on ne peut plus calculer S.

ON N’A PAS LE DROIT DE REORGANISER LES TERMES EN UTILISANT
UNE PERMUTATION SANS PRECAUTIONS.

Attention, on parle ici de permutation puisque les termes ne sont appelés dans I'ordre initial
mais dans un nouvel ordre (voir table 2.1), et on étudiera plus tard la question du regroupement
des termes consécutifs (voir le paragraphe 2.5).

Comme il y a une dissymétrie, on peut rajouter le terme ay = 0. L’étude des premiers termes
nous a permis de comprendre l'allure générale de la permutation o (voir table 2.2). Il est facile de

vérifier que o est une permutation (voir table 2.3) de IN dans IN pour laquelle T = ZZ:{) Ao (n) 7

—+oo
n=0

PAR CONTRE, ON A TOUJOURS LE DROIT DE PERMUTER UN NOMBRE
FINI DE TERMES.

a, = S. On a méme ici T = 2S.

Ce qui signifie par exemple dans le cas d'un échange entre les termes au rang 1 et 3 que les
séries (ag + a1 +ag+az)+as+ ... et (ag+as+az+ar)+ aq + ... sont de méme nature et
auront méme somme si cette somme a un sens (dans R ou dans R).
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n | a, dans (2.4) | ay(n) dans (2.5) | o(n)
1 -2 -2 1
2 1 1 2
3 273 12 1
4 1/2 —2/3 3
5 —2/5 1/3 6
6 1/3 1/4 8
7 97 —2/5 5
8 1/4 1/5 10
9 —2/9 1/6 12
10 1/5 27 7
11 —2/11 1/7 14
12 1/6 1/8 16
13| —2/13 ~2/9 9
14 1/7 1/9 18

TABLE 2.1 — Ordre d’appel dans la série modifiée 25

n o(n)
3n in
n+1|2n+1
n+2|4n+2

TABLE 2.2 — Description de la permutation

2.4.3 Les résultats sur les permutations de séries

On mentionne ici des résultats que 'on peut considérer comme hors programme mais qui
éclairent la difficulté des permutations de séries. On a un résultat “positif” (ce qu’on a le
droit de faire) et un résultat “négatif” (ce qu’on n’a pas le droit de faire).

Théoréme 2.34. On suppose que la série de terme général (un)nen est absolument conver-
gente. Soit o une permutation de IN. Alors

1. la série de terme général (Uy(n))nen est également absolument convergente,

2. On a Uégalité
—+o00 +o0
Dt =) to(n)
n=0 n=0
Démonstration. Admis O

Théoréme 2.35. On suppose que la série de terme général (up)nen est semi-convergente.

n o~ t(n)
4n 3n
In+1|6n+1
In+2 | 3n+2
in+3| 6n+3

TABLE 2.3 — Description de la permutation réciproque
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Alors pour tout o € R, il existe o une permutation de IN telle que

+oo
Z ua(n) =«
n=0

Démonstration. Admis O

(=n"

Si on prend le cas de la série harmonique alternée ( ) , on a “vu” une permutation
n>0

(définie de fagon explicite) telle que Z:ﬁ Ug(n) = S/2 mais on sait qu’'on pourrait construire
une autre permutation 7 telle que Zzz Ur(ny = 2022. On peut méme envisager une permutation
7 telle que 37 Uny(n) = —00.

2.5 Sommation par paquets

2.5.1 Vocabulaire et position du probléme

Il s’agit d’une technique qui vise & regrouper des termes consécutifs (faire un paquet). On
découpe la série de terme général (a,)new en “paquets”. On considére une suite strictement
croissante d’entiers ng < ni < ... et on pose

bo = a0+a1+...+an0
b1 = Ang+1 + Ano+2 + ...+ Ay
b, = Onj_y4+1 T Ony_ 42 T -+ Gny,

On peut alors considérer (Sy,)nen et (T )nen les sommes partielles associées :

T() :bo :Sno :a0+a1+...+an0
T1 :b0+b1 = Sno :an0+1+an0+2+...+am

T, =byo+bi+...+by =5, =0an,_,+1+0n,_,+2+...+an,

La problématique est de savoir si S = T en posant S et T les limites respectives de (S, )nen et
(T))new- Dit autrement, peut-on écrire que > a, = Y by,.

ag+ ...+ ap+...=(ao+ ...+ an,) + (@ngg1+ ... Fan) + oo+ (A1 + oo F O, ) +

C’est ce que l'on a fait dans I’équation (2.9).

T (24 1) 4ot (—otn) ot (o) ot (—2tn)+
- 2 3°3) " 4 5'5) 6 7))

1 1 1 1 1 1
Te—lti—itco-t—24..=§
+2 3+4 5+6 7+

2.5.2 Les cas licites

Proposition 2.36. Si la série de terme général (an)nen est convergente (y compris dans R
d’ailleurs) alors la série de terme général (by)new converge et elles auront méme somme.

En effet, la suite (T;,) apparait comme une sous suite de la suite convergente (S,,) et donc elles
auront méme limite.
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Proposition 2.37. Sila série de terme général (b,)nen est convergente, si les paquets sont de
taille bornée (si (np+1 — ng) est borné) et si a, — 0, alors la série de terme général (an)nen
converge et elles auront méme somme.

Les hypotheses de ce cas sont bien vérifiées dans 1’équation (2.9) puisqu’il s’agit de paquets de
taille constante.

2.5.3 Les cas manifestement illicites

Sion prend a,, = (—1)" et le découpage ny = 2k+1, on obtient que by, = asg+agkr1 =1—-1=0
et il est FAUX (au sens que le terme de gauche n’a aucun sens) d’écrire que

+oo +oo too
Yap=> (-)"=(1-D+0=1)+...=> b
n=0 n=0 n=0

Plus généralement si le terme général a,, 4 0, alors la série de terme général (a,),en est
divergente méme si la série de terme général (b, ),en est convergente.

On peut méme concevoir des exemples plus élaborés ou on a a la fois a,, — 0, la série de terme
général (b,,)n>1 est convergente mais la série de terme général (a,)n>1 est divergente. Il suffit
de considérer la suite (ay,)n>3 définie par

=

a3 =1, ag = —1,
1 1
as = ag = 3, ar = ag = —3
1 1
ag = @10 = a11 = A12 = 3, A13 = A14 = A15 = A16 = — 7
1 1
CL17:...:(J,24:§7 a25:...:a32:f§
Si on utilise le découpage nj, = 282
bo =az+ay =0,
bl =a5+...+ ag :0,
bo =ag+...4+ ag =0,
b3 =air+...4+ azz =0,
Il suffit de remarquer que S3 = Sg = S12 = So4 = ... = 1 tandis que Sy = Sy = Sg = Si16 =

...=0.

2.5.4 Le critére usuel sur les suites alternées

Une suite (a,,) est dite alternée si la suite ((—1)"a,) garde un signe constant, par exemple la
suite harmonique alternée. On note comme précédemment, (.S,,),, la suite des sommes partielles
de terme général (an)pn, Spn =ao+ ...+ an.

Pour simplifier, on va se limiter dans I’étude d’une série alternée au cas ou a,, = (—1)"|a,| et
ou la suite (|an|)nen est décroissante. On fait tout d’abord simplement des paquets de longueur
2.

bp = ag+a;
by = as+as
b, = a9k + a2kt

Si la suite (Jan|)new est décroissante alors la suite (b, )nen garde un signe constant puisque
b = |agk| — |agk+1] = 0. Dit autrement, la sous-suite des termes pairs (Sa,) de la suite des
sommes partielles est croissante.
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Mais si on s’intéresse au découpage alternatif

Co = ap
Cc1 = a1+ a2
Ck = Q2k—1 1 G2k
alors la suite (¢, )ncw est & terme négatifs & partir du rang 1, puisque ¢, = —|agk—1|+ |azk| < 0.

Dit autrement, la sous-suite des termes impairs (Sa,41) de la suite des sommes partielles est
décroissante. Et donc les sous-suites (Sa,,) et (So,11) seront des suites adjacentes si a,, — 0.

Proposition 2.38. Si la suite (ap)nen est alternée et la suite (|ap|)nen est décroissante et
tend vers 0 alors la série de terme général (a,) est convergente.

2.5.5 La formule d’Abel

Le résultat sur les séries alternés s’obtient également & ’aide de la formule d’Abel qui ne sera
pas présentée ici. On peut généraliser sous la forme suivante :

Théoréeme 2.39 (Dirichlet ou Abel-Dirichlet). On suppose que la série de terme général
(tn)nen peut se metire sous la forme : t, = upwy, tel que

1. (wn)nen est décroissante vers 0,
2. la suite (U,) de sommes partielles associée d (un)nen est bornée

alors la série de terme général (t,)nen converge.

Démonstration. Admis O

Corollaire 2.40. Soit (z,,) une suite alternée. Si la suite (|xn|)nen est décroissante vers 0
alors la série de terme général (x,)nen converge.

Lemma 2.41. Soit (an)nen une suite décroissante vers 0 et 0 € |0, 27[, alors les suites (Uy) =
(sin(0) + sin() + sin(260) + ... + sin(nh)) et (Uy) = (sin(0) + sin(f) + sin(26) + ... + sin(nd))
sont des suites bornées.

La preuve du lemme a été faite en cours. Il suffit ensuite alors d’appliquer le théoréme d’Abel-
Dirichlet pour obtenir par exemple

Théoreme 2.42. Soit (an)nen une suite décroissante vers 0 et 6 € ]0,2x[, alors la série
trigonométrique »_ an sin(nf) converge. Dit autrement la suite X,, définie par

X, = agpsin(0) + aq sin(f) + a2 sin(20) + . .. + a, sin(nb)
converge.
Par exemple, on peut en déduire que il existe £ tel que

sin(2 i
()—l—...—‘rsm(n) —
2 n

sin(1) +

2.6 Série entiere

2.6.1 Définitions et premiers exemples

Définition 2.43. Si (a,)nen est une suite donnée de nombres réels, On appelle série entiere
associée, la série numérique de la forme

—+oo
E anx”
n=0
ol = est un nombre réel. On la note parfois 8'il n’y a pas de risque d’ambiguité » a,z™.
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Remarque 2.44. Attention, I’écriture Z::E) anx™ contient une d’ambiguité au point x = 0. 1l
est INTERDIT d’écrire 0 a la puissance 0. En fait, il vaudrait mieux écrire ag + Z+°°

n=1
Ce serait plus rigoureux mais trés pénible, aussi on va conserver l’écriture ZZ:) anx™ en ayant
en téte la convention que le premier terme de la série est la constante ag et non pas agxz’.

anpx”.

Définition 2.45. Soit une suite (a,)nen, on désigne par D4, 4, ...) ot D, le domaine de conver-
gence de la série entiere > a,z"™

+oo
D, = {z € R, la série numérique E anx™ est convergente}

n=0
Remarque 2.46. Le point 0 est toujours un élément de D,.

Exemple 2.47.

S’il existe n* € IN, tel que pour tout n > n*, a,, = 0 alors D, = R.

Le domaine de convergence de > nlz™ est D = {0}.

Le domaine de convergence de > x™/n! est D = R.

Siag=1=a1 =..., alors le domaine de convergence de ), ~,x" est D =] —1,1[.

2.6.2 Rayon de convergence

Théoréme 2.48. Soit > a,x™ une série entic¢re. Il existe un élément de Ry, noté R, tel que

le domaine de convergence de ), -, x™ soit de l'une des formes suivantes
=
D, =]—R,,R.[;

]
[
[

asy aj s

Ra, R
RavRa[)
Ra, Rq]

D,
D, = |-
D, =[-

as al s

Remarque 2.49. Par définition de la borne sup, on a toujours R, = sup(D,) et cet élément
est appelé rayon de convergence de la série entiére.

Pour des raisons liés a 1’étude des séries sur C, on utilise parfois le vocabulaire suivant
e & l'intérieur du disque de convergence pour = € |—R,, R,],
e a l'extérieur du disque de convergence si © < —R,, ousi x > R,
e sur le bord du disque de convergence si x = —R,, ou si x = R,,.

pour désigner ces trois type de cas.

Exemple 2.50. On peut revisiter les exemples précédents.
— On peut calculer le rayon de convergence de ) .nn'z" qui vaut R = 0, ce qui est
cohérent avec D = {0}.
— On peut calculer le rayon de convergence de ), i 2" qui vaut R =1, ce qui est cohérent
avec D =] — 1,1].
— On peut calculer le rayon de convergence de ), . 2" /(n!) qui vaut R = +o0, ce qui est
cohérent avec D = R.

2.6.3 Meéthode de calcul du rayon de convergence

Remargue 1. Dans R, = [0, +00], on utilise parfois la convention % = 0et 5 = +o0. Bien

entendu, cette convention n’a pas de sens dans R.

En appliquant la regle de Cauchy, on montre :

P ) L | . , —
Théoreme 2.51. Soit Y a,z™ une série entiére telle que lim,_, 1o V/]an| =€ € R, alors le
rayon de convergence est R = %. et sizeR

e si|z| < R alors la série entiére Y anz

e si|z| = R, alors tout peut arriver.
)

" est absolument convergente.
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n

o si|z| > R alors la série entiére Y an,2™ est divergente.

Remarque 2.52. La véritable formulation consiste a utiliser

— N =+
Hm 100 V]an| =€ €R ",

et dans ce cas, le rayon de convergence est (compte-tenu de la convention) inverse R =1/¢.

Remarque 2.53. Soit (an)nen une suite et Ny un entier. On considére la suite (by)n = (Jan|)n
et (cn)n défini par co = 0 = ... = cnNy—1 PUIS par ¢, = a, sin = Ny, alors les trois séries
entiéres ont méme rayon de convergence. Dit autrement, les séries Z:i% anz", Z::é |an|2™ et
:ZONO anz™ ont méme rayon de convergence.
Corollaire 2.54. Soit (an)nen une suite. On suppose qu’il existe m, M € R tels que pour
tout n € N,
m < |an| < M,

alors R =1.
En appliquant la regle de d’Alembert, on montre :

Théoréme 2.55. Soit Y a,2" une série entiére. On suppose qu’il existe ng telle que pour tout
n = ng, a, # 0 et
Gn41 +

Qn

=acR

lim
n—-+o0o

alors “R= 17
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CHAPITRE

3

Intégrale

Le but de ce chapitre est de construire I'intégrale d’une fonction : [ f est I'aire algébrique entre
laxe et la courbe (aire positive si au dessus de la courbe et négative si en dessous)
Comment ? On va encadrer cette aire par dessus et par en dessous.

3.1 Fonction intégrable et intégrale

3.1.1 Definition
Soit a < b € R, on note Fy([a, b]) I'ensemble des fonctions bornées de [a, b] dans R.

Définition 3.1. On appelle subdivision d’un segment [a,b] toute suite finie o = (zo, ..., )
telle que

ro=a<x <..<zxy=>0
Exemple 3.2. Soit a < b et pour tout i € {0,...,n}, x; = a+ @i alors 0 = (x1, ..., z,) est
une subdivision de [a, b].

Définition 3.3. Soit f € F([a,b]) et o une subdivision de [a, b], on note

n—1
I~(f,o)= Z inf  f()(zit1 — @),
o te€lzi,rit1|
et
n—1

If(fio) = sup  f)(@ip1 — ).

i—0 t€lzi, it
Remarque 3.4. Si ff est l'aire algébrique, on devrait avoir
I"(f0) < [ ]f <IT(f.0).
a,b

Remarque 3.5.
— Comme [ est bornée sur [a,b], les infimums et les supremums sont des nombres réels
ainst I*(f,0) est un nombre réel.
— Pour tout i € {0,....,n — 1},

inf  f(t) < sup  f(t),

t€lz;,xit1] te]ri,xit1|
donc I~ (f,0) < I*(f,0).

Exemple 3.6. Dessin
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Définition 3.7. Soit f € Fy([a,b]), on définit

I(f)= sup I~ (f,0),

o subdivision de [a,b]

et
IT(f) = inf It .
(f) o subdivilinlon de [a,b] (f7 U)
On dit que f est Riemann-intégrable si I~ (f) = I'7(f). On note par R([a,b]) I'ensemble des
fonctions Riemann-intégrable sur [a, b] et f;(f) =1(f)=1"()).
Remarque 3.8. La définition de l'intégrale est l’ensemble des définitions 2 et 3. Dans la suite
on omettera de préciser ”Riemann”.

3.1.2 I (f) <I*(f)
Proposition 3.9. Pour tout f € Fy([a,b]), on a I (f) < IT(f);
Afin de démontrer cette proposition, on commence par prouver le lemme suivant

Lemma 3.10. Si o et T sont deuz subdivisions alors il existe une subdivision 6 (plus fine) telle
que

I7(f,0) ST(f,0) <TT(f,0) <IT(f,7).

Démonstration. Soit o = (1, ...,2n) €t 7 = (Y1, ..., Ym ). On note H = {x1, ...,z U{y1, ..., Yn}-
H est fini et on note § = (z1,...2;) la subdivision associée & H.
Par construction, il existe (¢;)i=o,...n € {1,...,l} croissante telle que z; = z;,. On a ainsi pour
tout ¢ € {1,...,1} et pour tout t € (¢;,...t;11 — 1),

inf  f(z) > inf  f(x).

€]z, 241] @€z, 2,4 |

On en déduit que

-1

I(£,0)=Y inf f(z)(z11—2),

im0 *€lzzinl

n—1tipt1—1

= Z Z inf  f(x)(zj+1 — %),

0 it w€lzj,2541(

n—1ti41—1

2SSt @) G- ).
=0 =ty I€]thzfi+1[
n—1
P Z inf f(x) (Zti+1 - Zt'i) )
i—0 T€lzt;520,44 |
n—1
> Z inf  f(z) (wip1 —x4),

o z€lxi, it

On montre de maniere similaire It (f,0) < I'(f,7).
O

Lemma 3.11. Soit h et g deux fonctions telles que pour tout © € X et pour tout y € Y,
h(z) < g(y) alors

sup h(z) < inf .
sup hiw) < inf g(y)
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Démonstration. Fixons y € Y alors g(y) est un majorant de f sur X donc
sup h(z) < g(y).
reX
C’est vrai pour tout y € Y, donc sup,¢ y h(x) est un minorant de y sur Y et donc

sup h(x) < inf .
sup () yeyg(y)

On peut donc désormais prouver la proposition.
Démonstration. Fixons f. On pose pour toute subdivision o,
h(o) =1 (f.0) et g(o) =I"(f,0)

D’apres le lemme 3.10, on sait que pour toute subdivision o et pour toute subdivision 7, on a
h(o) < g(7). D’apres le lemme 3.11, on obtient immédiatement que I~ (f) < I (f). O

3.1.3 Un critere d’intégrabilité

Proposition 3.12. Une fonction f € Fp([a,b]) est intégrable si et seulement si pour tout e > 0,
il existe une subdivision o de [a,b] telle que

I+(f70—)717(f30—) <E.

Démonstration. On raisonne par double implications.
Supposons tout d’abord que pour tout £ > 0, il existe o, telle que

It (f,0.) < I (f,0.) +e,

alors
IY(f) ST (f,00) < T (fi00) +e <T7(f) +e

C’est vrai pour tout € > 0 donc I(f) < I~ (f). Comme I'inégalité inverse est toujours vrai, on
a obtenu I’égalité.
Réciproquement par définition de I~ (f), il existe une subdivision o telle que

I(f) —e <I"(f.0), (3.1)
et il existe une subdivision telle que
IT(f,7) <ITH(f) +e. (3.2)
Or on sait qu’il existe alors une subdivision 6 telle que
I"(f,0) T (f.0) <T*(f.0) <T*(f.7). (3:3)
Combinant les équations 3.1,3.2 et 3.3, on obtient que
IN£0) =T (f,0) <IT(fim) =T (f,0),

(I (f)+e) =T (f) — ),
2e.

car IT(f) =1 (f). O

/

NN

Corollaire 3.13. Soit f, une fonction bornée, alors f est intégrable si et seulement si il existe
une suite (0, )nen de subdivisions telle que I (f,0n) — I7(f,04) "y 0 et alors
n—-+0o0

b
| 1= Jim (5.0,
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3.2 Famille de fonctions intégrables

3.2.1 Fonctions en escalier

Définition 3.14. Une fonction f : [a,b] — R est une fonction en escalier si et seulement si
il existe o une subdivision de [a,b] tell que pour tout ¢ € {0,...,n — 1}, f est constante sur
@i, 2i41]. On dit que o est adaptée a f.

Exemple 3.15. Dessin

Proposition 3.16. Une fonction f en escalier est intégrable et si o = (xq, ..., x,) est adaptée
a f et \; est la valeur de f sur |x;, x;11] alors

b n—1
/ f = Z )\i(xi+1 — 1’1)
a =0

Démonstration. On note que si o est adaptée alors

n—1

Z/\i(%url —z;)=1"(f,0)=I"(f,0).

i=0

Donc d’apres la proposition 3.12, f est intégrable. D’apres le corollaire 3.13, on obtient la
formule. O
3.2.2 Fonctions monotones

Proposition 3.17. Une fonction monotone de [a,b] dans R est Riemann intégrable.

Démonstration. On suppose que f € Fy([a,b]) et f est croissante. Soit € > 0 et n € IN tel que

M < €. On consideére la subdivision o = (zo, ..., z,) tel que z; = a + hi ou h = % alors

f+<f,o>—f-<f,a>=i<xi+1—xi>( sup ()= it f(t)>7

‘=0 telzi,xip1] t€lwi,wip1]
n—1
< Z h(f(@it1) = f (=),
i=0
< h(f(zn) = f(20)),
0 = @l
n
<e.
D’apres la Proposition 3.12, la fonction f est intégrable. O

3.2.3 Fonctions continues

On va maintenant montrer qu’une fonction continue est Riemann-intégrable.

Définition 3.18. Une fonction f définie sur un intervalle I est uniformément continue si
Ve>0, 30 >0,Ve,ye I, |z —y| <= |f(z) - fy)| <e.

Remarque 3.19. Une fonction f uniformément continue sur un intervalle I est continue sur
cet intervalle.

Proposition 3.20. (Cas particulier du théoréme de Heine) Une fonction continue sur l'inter-
valle fermé [a,b] est aussi uniformément continue.
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Démonstration. Par définition de I'uniforme continuité et de la continuité, si une fonction est
uniformément continue sur I alors elle est continue sur 1.

On va démontrer par ’absurde 'implication inverse. Supposons que f est continue mais pas
uniformément continue. Ainsi, il existe € > 0 tel que pour tout ¢ > 0, il existe x,y € [a, b],

lv —yl <det|f(z)— fly)] > e
1

En appliquant le raisonnement précédent pour 6 = -+, on obtient deux suites (2, )nenw et (yn)nen

tel que

o =l < et 1) — F(u)| 2 (3.4)

La suite (2, )nen est bornée, elle admet donc au moins une valeur d’adhérence réelle z. De méme,
notons y une valeur d’adhérence réelle de (y,)nen. En passant a la limite dans I’équation 3.4,
on obtient que x = y et 0 > . Absurde. O

Example 3.21. La fonction f définie sur R par f(x) = 2% n’est pas uniformément continue.

11 suffit de considérer les suites x, = n + 1/n et y,, = n qui constituent un contre exemple. En
effet, on a

|Tn — yn| = 0 quand n — +oo

[f(@n) = f(yn)| # 0 quand n — +o0
Proposition 3.22. Une fonction continue de [a,b] dans R est Riemann-intégrable.
Démonstration. Soit f une fonction continue sur [a,b] et £ > 0. D’aprés la proposition 3.20, la

fonction f est uniformément continue et il existe & > 0 tel que

Yo,y € [a,b], |z —y| <8 = | f(2) - f(y)] < —

b—a’

Soit n € N tel que h = “):L—a‘ < 6, on définit la subdivision de o = (zo, ..., z,) tell que z; = a+hi
pour i € {0,...,n}. Montrons que I (f,0) — I (f,0) <e.
Commencons par considerer un intervalle X; =|x;, 2,11, pour tout z,y € X;, on sait que

€

If(z) = f(y)] < P a

d’ou f(z) < f(y) + 5= Ainsi on obtient sup,cx, f(z) < f(y) +¢/2 et donc

€
3 < inf .
sup f(x) nf. o)+ 53—
En sommant sur tous les intervalles, on obtient donc
n—1
It -1 = i1 — T t) — inf f(t)),
(f,0) (f,0) ;(w - )(tseu;g f(t) — jnf f(1))
c (n—l
< Z Tit1 — 1'1,) )
b—a =
<e.

3.2.4 Fonction qui n’est pas intégrable

Exemple 3.23. On considére la fonction suivante définie sur [0, 1]

f(x):{o six € Q,

1 sinon.

En effet, pour tout o permutation, on a I(f,o) = 1 tandis que I~ (f, o) = 0.
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3.3 Propriétés de l’intégrale

3.3.1 Propriétés élémentaires

Théoréme 3.24. Soit f,g € R([a,b]) et \,u € R alors (Af), (f+g), (A\f+ug) sont intégrables
et

LA f=xL0F,
2 [Vf+a=[lf+ ]9,
3. f;/\f+ug=>\f:f+uf;g.

Démonstration. (Admise) Afin de prouver a) et b) , il faut manipuler des sup et des inf. On
déduit facilement le ¢) de a) et b). O

Théoréme 3.25. Soit a < ¢ < b alors f € R([a,b]) si et seulement si f € R([a,c]) et
f € R([e,b]). Lorsque c’est le cas, on a

/abf=/:f+/cbf-

Démonstration. (Admise) Intuition : on peut passer d’une subdivision de [a, b] & deux subdivi-
sions (une pour [a, ¢] et une pour [c, b]). Réciproquement on peut concatener deux subdivisions
afin d’en obtenir une sur [a, b]. O

Théoreme 3.26. Si f,g € R([a,b]) et a < b tel que pour tout x € [a,b]
f(z) < g(z),

/a  faydr < / " (@)

Démonstration. Soit o = (x, .., x,) alors pour tout ¢ € I, on a

inf t) < inf t).
te]ii,aji+1[f( ) te]wi,zi+1[g( )

alors

d’ott en sommant I~ (f,0) < I~ (f,g) et donc I(f) < I(g). O

Proposition 3.27. Soit f une fonction continue sur [a,b], positive sur [a,b] et strictement

positive en un point, alors f; ft)dt > 0.

Démonstration. Par hypothese, il existe zg € [a,b] tel que f(zg) > 0. Par continuité de la
fonction, il existe & > 0 tel que

Va €]zg — 6,70 + 0], f(x) = f(20)/2.
On en déduit que

/abf(t)dt:/:g6f(t)dt+/:0+5f(t)dt+/b F(t)dt

0—0 zo+9
>0+25f(x0)/2+0,
> 0.

En prenant la contraposée, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 3.28. Soit f continue et positive sur [a,b]. Si fab f(t)dt = 0 alors f est identique-
ment nulle.
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3.3.2 Inégalités
Théoréme 3.29. Soit f € R([a,b]), et a < b alors

[ swal < [0

Démonstration. 11 suffit de noter que pour tout t € [a, b],

—[fOI < f@) < |FO)]

O
Définition 3.30. Si f est intégrable sur [a, b], on appelle valeur moyenne de f,
1 b
t)dt.
= | 10
Proposition 3.31. Soient a < b. On suppose que pour tout x € [a,b], m < f(x) < M alors
1 b
< tydt < M
m< s [ 10
Démonstration. On a . . .
/ mdt < / F(t)dt < / Mdt.
a a a
Ainsi .
(b—aym < / F(t)dt < (b— a)M.
En divisant par b — a, on obtient le résultat. O

Théoreme 3.32. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit f et g intégrables sur [a,b] et a < b alors

(L) <(L) ()

Si f et g sont continues alors "équation précédente est une égalité si (f,g) forme une famille
liée (i.e. il existe (p,q) # (0,0) tel que pf +qg =0)

Démonstration. Soit A € R, on pose 0\ = (f + Ag)?. On sait que d'une part

— la fonction @) est positive donc f; 0y > 0.
— D’autre part par linéarité de I'intégrale

b b
/ 0 =/ (f* +2\fg + Ng%),
b b b
:/ f2 42 (/ fg) + A2 (/ gzdt>7
=P(N).
ott P(A) est un polynéme en A de degré au plus 2.

Nous devons distinguer plusieurs cas possibles.
— P(N) est de degré 0 alors les deux membres de I'inégalité de (CS) sont nuls et elle est
donc bien vérifiée.
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— P(N) est de degré 1 et positif pour tout A, ce n’est pas possible.
— Il est de degré 2 et est toujours positif ainsi son discriminant est négatif ou nul :

A=4 </bf(t)g(t)dt> —4 (/bf(t)th> (/bg(t)th> <0.

Considérons maintenant le cas d’égalité
— Si g = 0 alors le couple (p,q) = (0,1) est une solution différente de (0,0) de 1’équation

pf+qg=0.

Ainsi f et g sont liés.

— Si g # 0 alors la fonction g2 est continue, positive et strictement positive en un point
donc on sait d’apres un résultat précédent que f; g? est strictement positif. P()\) est un
polynome du second degré et il y a égalité si et seulement si le polynome admet une
racine double :

b
Ao € R, / (f+)\og)2 =0
Par le corrolaire précédent, on a alors (f + A\gg)? = 0 et donc f + A\og = 0, la famille
(f,g) est liée.
O
3.4 Primitive et intégrale

Théoréme 3.33. Soit f une fonction intégrable sur [a,b] et ¢ € [a,b] alors la fonction

F:{[a,b] R
x — [ f(t)dt.

est bien définie. De plus F est continue sur [a,b] et si f est continue en xqy €]a,b[ alors F est
dérivable en xo et sa dérivée en g est f(xo).

Démonstration. D’apres la relation de Chasles, on sait que la fonction est intégrable sur n’im-
porte quel sous-intervalle de [a,b] donc F est bien définie.

Montrons que F' est continue. On montre que F est Lipschitzienne (il existe M > 0 tel que
pour tout x,y € [a,b], |f(z) — f(y) < M|z —y|). f est intégrable donc bornée par un certain

M € R. Soit < y € [a,b] alors
Y T
[ swa- [ s

/y f(t)dt’ |

Yy
< / F(1)]dt,

< My — x|.

|F(y) — F(x)| =

)

On montre le méme résultat si y < x. Ainsi F est Lipschitzienne et donc continue.
Montrons maintenant que si f est continue en xy € ]a, b[ alors F' est dérivable en zy. On sait

que
F(r) — F(xzo) 1 ¥
x— T oz — /wo F(t)dt.
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Comme [ est continue, min,, . f et miny, ) f sont atteint et d’apres le théoreme des valeurs
intermédiaires, il existe ¢, € [z, z] tel que

e " F(t)dt = flea).

T — X Zo
En considérant x qui converge vers x alors ¢, converge aussi vers x( et on obtient par continuité

de f :
lim 7F(x) — Plao) = f(xo).
T—rTo Tr — X

O

Définition 3.34. Soient f,g : I — R. On dit que g est une primitive de f sur I si g est
dérivable et ¢’ = f.

Proposition 3.35. Soit I un intervalle de R, f une fonction continue bornée et xg € I alors
l’ensemble des primitives de f est

{g)\:I—>IR, tel que g(x) z)\—i—/ f(t)dt)\e]R}.
Zo

Démonstration. Le théoreme précédent assure que x — ffo f(t)dt est une primitive. D’autre
part si g et h sont deux primitives de f alors

(h—g) =W g =0.
Ainsi il existe A € R tel que h — g = . O

Théoreme 3.36. (Théoréme fondamental de l'analyse) Soit I un intervalle de R, f une fonc-
tion continue bornée et F une primitive de f. Pour tout a,b € I,

/ F(t)dt = F(b) — Fl(a).

Démonstration. D’aprés la proposition, il existe A € R tel que F(z) = A + f; f(®)dt d’ou

F(b) — F(a) = (/bf(t)dtJr)\) - (/bf(t)dt—i—)\) = /bf(t)dt.

3.5 Techniques de calcul

3.5.1 Changement de variable

Etant donné deux intervalles I et J, on note C!(J,I) 'ensemble des fonctions de J dans I
dérivable et dont la dérivée est continue.

Théoréme 3.37. Soient I et J deux intervalles, f une fonction sur I continue et g dans
CYH(J,I). Soient a, B € J et a = g(a), b= g(B) alors

b B
f(@)de = / F(a(t)g/ (t)dt.
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Démonstration. La fonction f est continue sur I, elle admet donc une primitive F' sur I. alors

b
/ f(@)de = F(b) — F(a) = F(9(8)) — Fg())-

Or la fonction F o g est une primitive de la fonction ¢t — f(g(t))¢’(t) d’out

B
F(g(8)) - Flg(a)) = / F(a(6)g'(t)dt.

O

Il existe dans la littérature des versions plus générales de cet énoncé, on peut affaiblir I’hypothese
de continuité. Il existe un cas simple ot on peut prendre f intégrable.

Remarque 3.38. Soient I = [a,b] un segment, f une fonction intégrable sur [a,b], alors pour
tout ¢ de R, la fonction t — f(t + ¢) est une fonction intégrable sur [a — ¢,b — ¢] et

/ab f(z)dz = /abc f(t+c)dt.

—C

3.5.2 Intégration par partie

Théoréme 3.39. Soient I un intervalle, a,b € I et deux fonctions u et v dans C*(I,R) alors

Démonstration. On sait que
(uv)'(t) = u'(t)v(t) + u(t)v'(t).

En intégrant a gauche et a droite, on obtient le résultat souhaité. O

3.6 Stabilité par produits mais pas par composition

On admettra sans démonstration que le produit de deux fonctions intégrables sur [a,b] est
intégrable sur [a,b]. L’ensemble R([0, 1]) est stable par multiplication.

Mais ATTENTION, il existe des fonctions f et g qui sont intégrables sur [0, 1] mais telles que
f o g ne soit pas intégrable sur [0, 1]. L’ensemble R([0, 1]) n’est pas stable par composition.
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CHAPITRE

4

Intégrale généralisée

Dans le chapitre précédent, on a donné un sens a

/a " Foye

1. f pas trop bizarre (en particulier continue),
2. a,b e R (]0,1],]2,3]),
3. f bornée.

On veut donner un sens lorsque f non bornée ou a,b € R afin de pouvoir donner un sens a

des intégrales indispensables en probabilité comme par exemple, fj:: \/% e—t*/2dt. On peut

lorsque

également donner du sens a fol Intdt.

4.1 Intégrale généralisée sur [a, +00|

4.1.1 Définitions

On suppose dans cette partie que b = 400 et a € R.

Définition 4.1. On dit que f : [a,+oo[— R est localement Riemann-intégrable sur [a,+oo|
si pour tout & > a, f est Riemann-intégrable sur [a,z]. On note Rj..([a, +0o[ 'ensemble des
fonctions localement intégrable sur [a, +00].

Définition 4.2. Si f € Ryoc([a, +o0[) alors la fonction
N / (1) dt

est bien définie sur [a, +00. Silimy— 400 [, f(t)dt existe, on dit que f:oo f(t)dt converge. Sinon
on dit que 'intégrale f:oc f(t)dt diverge.

Exemple 4.3. 1. f(t) = H% alors f € Ripe([0,400[). Soit x >0, on a

/0 f®)dt = /0 TIe - [arctan(z)]§ = arctan(z).

Comme arctan(x) converge vers 5 lorsque x tend vers +oo, l'intégrale généralisée converge.
La fonction arctan est la fonction réciprogque de la fonction tangente)

2. g(t) = 153 alors g € Riee([0, +00[). Soit x>0, on a

o1
——dt =1In(1 — .
/0 111 n(l+z) = +oo

1

1+tdt diverge.

Done Uintégrale généralisée [,
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3. h(t) = cos(t) alors h € Ryoc([0, +00]) et
/w cos(t) = sin(x).
0

Or sin(z) ne converge pas lorsque x tend vers +oo donc lintégrale généralisée f0+oo h(t)dt
diverge.

+oo 1

Exemple 4.4. L’intégrale fl w=dt, si et seulement si, o> 1.

En effet soit o # 1 et x € R alors
T 1 tl—a T l-a _ 1
1t 1—a], 1—«

Cette derniere expression a une limite finie ssi a > 1 et alors f;roo l[t‘ldt = ﬁ
1l reste a étudier le cas de o =1

1
/ Edt =In(z) =z +o00 +00,
1

5. , ;s ., +oo 1 .
donc lintégrale généralisée fl + diverge.

4.1.2 Propriétés

Remarque 4.5. Attention, on ne peut pas complétement calquer la démarche de la convergences
des séries positives sur celle de la convergence des intégrales de fonctions positives localement
intégrables sur RY. Il existe des fonctions continues sur Ry, telles que

O+Oo f)dt converge ;

o f(t) 4 0 quand t — +o0.
Par contre, s’il exviste a € R tel que f(t) — a quand t — +oc et si lintégrale f0+°° ft)dt est
convergente alors a = 0. Ce qui peut fournir un critére de divergence grossiére.

Comme pour les séries, la nature de I'intégrale ne dépend que du comportement en I'infini.

Proposition 4.6. Soit f € Ripe([a,+0]) et b = a alors f € Rype([b, +00[). L’intégrale
f;oo f(t)dt converge si et seulement si f:oo f(t)dt converge. Lorsque c’est le cas

/:OO Ft)dt = /abf(t)dt + /:OO F(t)t.

Démonstration. Soit x > b > a alors d’apres la relation de Chasles,

/ F(t)dt = /abf(t)dt + /;Oo F(t)at.

Comme fab f(t)dt est une constante réelle, les expressions [ f(t)dt et [, f(t)dt ont le méme
comportement.

Lorsque la limite existe, on passe a la limite pour obtenir I’égalité de la proposition. O

Définition 4.7. On dit que l'intégrale f;oo f(t)dt est absolument convergente si f;oo |f(t)|dt
converge.

Proposition 4.8. Soit f € Rioc([a, +00[), si l’intégrale f:oo f(t)dt est absolument convergente
alors elle est converge.

40



Lemma 4.9. lim, far f)dt existe dans R si et seulement si pour toute suite x,, — +00,
la suite (un)n>1 définie par pour tout n € IN,

= /a "t

Démonstration. On utilise le lemme précédent. Soit (z,)ncn une suite qui tend vers +o00. On

pose
= / F(t)dt.

Montrons que la suite (uy,)nen est une suite de Cauchy. L’intégrale f:—oo | f(t)|dt converge donc

la suite (z,)nen tel que pour tout n € N, z, = [ |f(t)|dt)nen converge. Elle est donc de
Cauchy.

Soit € > 0, il existe n* € IN tel que pour tout n > n* et pour tout p > 0,

|2n4p — 2n| 2 €

On en déduit que pour tout n > n, et p > 0,

/a T et — /a " f(t)dt‘

/:"“ f(t)dt’

n

—< [ 1w

n

[Untp — Un| =

= |Zn+p — Zn|
<e.

4.1.3 Cas des fonctions positives

Comme pour les séries, il s’avere donc intéressant d’étudier les fonctions positives. Si f est une
fonction positive alors

v Flz) = /xf(t)dt

est une fonction croissante sur [a, +oo[. Il y a donc deux possibilités
1. F est majorée et donc convergente lorsque = tend vers +oo.
2. F n’est pas majorée et 'intégrale f;oo f(t)dt diverge. On peut toutefois alors donner un
sens & cette intégrale en écrivant que f;oo f(t)dt = 4o0.

Maintenant, on va décrire deux criteres de convergence.

Proposition 4.10. (Critére de comparaison) Soient f et g dans Riee([a, +00[), positives sur
[a, +00]. On suppose qu’il existe b > a tel que

Ve 2b, f(z) <g(r)

Alors
1. si Uintégrale f;w g(t)dt converge alors f;oo f@)dt converge.

2. si lintégrale f;oo f(t)dt diverge alors f:oo g(t)dt diverge.
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Proposition 4.11. (Critére d’équivalence) Soient [ et g dans Rjoc([a, +00[), positives sur
[a, +00]. On suppose que [~ g alors f:oc f(t)dt converge si et seulement si f:oo g(t)dt.

On rapelle que f ~4 g si et seulement si

1. soit il existe b > a tel que pour tout x > b, g(z) > 0 et i;((—; converge vers 1 lorsque x

N N

tend vers +o0.
2. soit il existe b > a tel que pour tout > b, f(z) > 0 et fg

tend vers +oo.

Q
—

converge vers 1 lorsque x

N>

Proposition 4.12. (Critére en %) Soit f € Rioc([a, +0]),
1. s%l existe 1 < a < +oo, tel que t*f(t) posséde une limite réelle finie en 400 alors
+o00
L7 f(t)dt converge.

2. s’il existe a« < 1, tel que t* f(t) tende vers 400 lorsque x tend vers +oo alors f;oo f)dt
diverge.

Démonstration. Admises O

Exemple 4.13.
1. Soit f(x) = lnm(;r) alors f € Ripe([1,+00]) et

1
@x?’/z = In(z)z'/? = 0.
x
Donc lintégrale généralisée converge.

2. Soit g(x) = W alors g € Rype([2, +00[),

1 23/4 T
In(z)v/x In(x)

Ainsi l'intégrale généralisée diverge.

4.2 Intégrale généralisée sur un intervalle borné

On s’intéresse maintenant a 'intégrale de la forme fj f(z)dz ou f n’est pas Riemann intégrable
sur [a,b] mais I'est pour tout 2 > a. Cette partie est une simple transposition de la démarche
du cas d’un intervalle non borné.

4.2.1 Définitions

Définition 4.14. On dit que f :]a,b] — R est localement Riemann-intégrable sur [z, b] si pour
tout > a, f est Riemann-intégrable sur [z,b]. On note Rj..(]a,b] I'ensemble des fonctions
localement intégrable sur ]a, b.

Définition 4.15. Si f € Ry,.(]a,b]) alors on dit que l'intégrale généralisée f; f(t)dt converge
si la limite lorsque x tend vers a™ de ff f(t)dt existe. Sinon on dit que ff f()dt diverge.

Exemple 4.16. On considére la fonction f(t) = t% qui est localement Riemann-intégrable sur

10,1]. Informellement la question est : “Est ce que l'aire entre l'aze 0 et — est finie ?”

I(N
Supposons d’abord que o # 1,

1

1 a
1 1
/ —dt:/ ot = | ——t' e
s ¢ " l-—«a .



Lorsque x tend vers 0 alors x'= tend vers 0 si a < 1 et vers +00 si a > 1.

Sia=1 alors )
/ %dt = [In(t)]} = —In(z) = +oo.

Ainsi l'intégrale généralisée fo t% converge si et seulement si o > 1.

4.2.2 Propriétés

Rforgla;rque 4.17. Attention la condition est DIFFERENTE de celle de la convergence de
f1 toe

De la méme manieére que pour [a, +00[, le comportement de I'intégrale ne dépend que du voi-
sinage du point problématique, ici a. Si ¢ €]a,b] alors f; f(t)dt converge si et seulement si
[ f(t)dt converge.

Définition 4.18. On dit que U'intégrale généralisée f; f(t)dt est absolument convergente si
ff |£(t)|dt converge.

Proposition 4.19. Soit f € Ri.c(Ja,b]), si Uintégrale f:oo f(t)dt est absolument convergente
alors elle est convergente.

4.2.3 Cas des fonctions positives

Maintenant, on va donner des critéres de convergence pour les fonctions positives

Proposition 4.20. (Critére de comparaison) Soient f et g dans Rjoc(]a, b)), positives sur]a, b].
On suppose qu’il existe ¢ €)a,b] tel que

Vo <c f(z) <g(x)
Alors
1. si lintégrale f(fg(t)dt converge alors fab f@)dt converge.
2. si Uintégrale fab f(t)dt diverge alors f: g(t)dt diverge.

Proposition 4.21. (Critére d’équivalence) Soient f et g dans Rioc(]a,bl), positives sur ]a,b).
On suppose que f ~q g alors f: f(t)dt converge si et seulement si f:g(t)dt.

Proposition 4.22. (Critére en ©*) Soit f € Rioc(]a,b]),

1. s7l existe a < 1, tel que (t — a)* f(t) posséde une limite réelle finie en a™ alors f; f(@)dt
converge.

2. sl existe o > 1, tel que (t—a)* f(t) tende vers +oo lorsque x tend vers a™ alors f; f(&)dt
diverge.

Démonstration. Admises [

Exemple 4.23.

1. Soit f(x) = 1%) alors f € Ripc(]2,3]) et

In(z —2)
Vo —2

Donc lintégrale généralisée converge.

s (@ —2)%* =In(z — 2)(z — 2)V/* =, 0.
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. _ In(z—4]?
2. Soit g(x) = Tonr alors g € Rr..(]4,6]),

In(z — 4)? o d) = In(z — 4)?
CEYER e A ry

Ainsi Uintégrale généralisée diverge. (chercher une autre preuve).

—r—4+ +00.

Proposition 4.24. (Principe de translation) Soit f € Rioc(]a,b]), on considére g la fonction
dont le domaine de définition est obtenu par translation : ¢ 10,b — a] — R définie par g(t) =
f(t+a) alors g € Ripc(]0,b — a]) et on a I’équivalence entre

1. L’integrale f: f@)dt converge.
2. L’integrale fé’fa g(u) du converge.

4.3 Généralisation a d’autres cas

4.3.1 Le cas de | — o0,b] ou de [a,b]

Définition 4.25. On dit que f :] — 00, b] — R est localement Riemann-intégrable sur | — oo, b]
si pour tout z < b, f est Riemann-intégrable sur [z,b]. On note Rj,.(] — 0o, b] 'ensemble des
fonctions localement intégrable sur | — oo, b].

Il suffit d’utiliser le principe de symétrie suivant

Proposition 4.26. (Principe de symétrie) Soit f € Rjoc(], on considére g la fonction dont le
domaine de définition est obtenu par symétrie : g [—b,+oo[— R définie par g(t) = f(—t) alors
g € Rioe([=b, +0[) et on a l"équivalence entre

1. L’integrale ffoo f(t)dt converge.
2. L’integrale fjboo g(u) du converge.

On peut ainsi en déduire les propriétés analogues. On adapte également au cas des fonctions
localement intégrables sur [a, b[ en se ramenant & la situation sur | — b, —a.

4.3.2 Autres cas

On se contente d’évoquer le cas des fonctions pour lesquels le nombre de points ne relevant pas
du chapitre précédent est fini. On découpe l'intervalles en petits bouts tel que chaque bout est
d’une forme déja traitée afin de pouvoir énoncer la relation de Chasles. Par exemple, dans le
cas de R

Définition 4.27. On dit que f : R — R est localement Riemann-intégrable sur | — oo, +o0]
si pour tout segment [a,b], f est Riemann-intégrable sur [a,b]. On note Rj..(] — 0o, +00]).
I’ensemble des fonctions localement intégrable sur R.

1. [a, +oo], fait
2. ] — 00, b], similaire au cas précédent.
3. ]a, b], fait
4. [a,b] similaire au cas précédent.
Définition 4.28. Soit f € Rp..(R) alors fj—;o converge si et seulement si il existe ¢ € R tel que
f:o ft)dt et f:roo f(t)dt convergent. S’il existe ¢ € R tel que 'une des deux intégrales diverge

alors on dit que fab f(t)dt diverge.

Exemple 4.29. 1. Si on étudie la convergence de O+OO % dt alors puisque 10, 4+00[=]0, 1] U
[1,+oo et fol t% diverge donc l'intégrale fOJrOO t%dt diverge.
2. Si on €étudie la convergence de fj;o tdt, alors on peut remarquer que puisque f0+oo tdt

diverge, donc f:: tdt diverge.
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4.4 Applications

Si lintégrale fjo? f(t)dt est convergente alors on a par exemple,

5 2

im [ Ft)dt = / - Ft)dt.

T—r—+00 o oo

En effet, si 'on considere 'application continue F(z) = fom f(t)dt, on sait que I'application F’
est continue sur R (Attention, ce n’est une primitive de f que si f est continue) et qu’elle
possede des limites finies en —oo et +00. Puisque

S war= [ f(t)dt—/ozf(t)dt:F(Ba:Q)—F(—Qa:)

—2x 0

On a donc

+oo —o0 +oo
lim (F(52?)—F(—22)) = lim F(u)— lim F(v) :/0 f(t)dt—/o ft)de :/ ft)dt

r—+00 u——+oo vV——00 oo

Par contre si 'intégrale diverge, on n’a pas le droit par exemple de dire

x

+oo
lim tdt:0:>/ tdt =0
—o0

T—+00 —z
En effet, on a pas le droit d’écrire 'intégrale de droite (qui n’a aucun sens méme dans R).

Lorsque l'intégrale fj;o f(t)dt est convergente, pour toutes fonctions v : Ry — Ret w: Ry —
R telles que limg, oo u(z) = +00 = limy_ 4 o w(zx), alors

u(x) 400
lim (ot = / (1)

r—+00 —w(z oo

tandis que, lorsque l'intégrale ne converge pas la limite du terme de gauche peut ne pas exister
et méme si elle existe, elle dépend des fonctions u et w. Par exemple,

2x 2x
lim tdt = +oo et lim tdt = —00

r—+oo [ . z—+oo [ .3
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CHAPITRE

5)

Suites de fonctions
d’une variable réelle

5.1 Convergence simple et uniforme

5.1.1 Motivation

On a étudié la convergence d’une suite de nombre réels et on peut étre tenté de définir une
notion de convergence pour une suite de fonctions. Intuitivement, si on consideére par exemple
fn(x) = 2/n, on peut se dire! que f, — 0 quand n — +oo.
e si f,, — f, que peut-on dire de la suite fab fn(t) dt ? En particulier, est-ce que cela converge
vers f: f(t)ydt?
e si f, — f et si chaque f, est continue, alors est-ce que f sera continue ?
e si f, = f etsix, = T, que peut-on dire de la suite f,(x,)? En particulier, est-ce que
cela converge vers f(T)?
L

c’est ce type de questions que 1'on peut se poser

5.1.2 Définition de la convergence simple et uniforme

Soit X un ensemble non vide, on note F(X,R) 'ensemble des fonctions de X dans R. Cet
ensemble (F(X,R),=,+,.) possede une structure d’espace vectoriel. Si f,g € F(X,R) et si
A € R, alors on peut définir a la fois (f +g) et Af sont aussi dans F(X, R). Formellement, tout

re X
{(f+g)(ar) = flz)+g(2);
A=) = Af(x).

En termes de vocabulaire, on dit que la suite (f,,)nen est a valeurs dans F(X, R) pour dire que
pour chaque indice n, f, € F(X,R).

Exemple 5.1.
1. (fn)nen définie pour tout x € [0,1] et tout n € N par f,(z) = 2™,
2. (fn)nen définie pour tout x € [1,+00[ et tout n > 1 par fn(z) = L1

Convergence simple (ou convergence ponctuelle)

La premiere notion de convergence est I’extension naturelle de la théorie des suites numériques :
pour chaque z € X, la suite (f,(x))nen est une suite réelle dont on peut étudier la convergence.

Définition 5.2. On dit que la suite (f,)nen & valeurs dans F(X,R) converge simplement vers
f e F(X,R) sur X sipour tout x € X, f,,(x) converge vers f(x) :

Ve e X, Ve >0, IngVn =, |fu(z) — f(z)] <e.

1. Mais définir une notion de convergence ne saurait constituer un but en soi, Il faut ensuite réfléchir sur
les conséquence d’une définition ; si on ne peut rien en déduire, il vaut mieux se dire que la définition n’est pas
pertinente.
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On le note f, =% f.

Remarque 5.3. On notera l'ordre des quantificateurs. En particulier 0, . dépend du choiz de
x et dee.

Remarque 5.4. Il y a unicité de la de limite (lorsqu’elle existe) par unicité de la limite des
suites réelles. Lorsque la limite simple existe, on écrira parfois : lim f, = f.
Exemple 5.5.
1. X =R, fu(z) = % alors f, converge simplement vers la fonction f telle que pour tout
zeX, f(x)=0.
2. X =R, fu(z) = sin(nz) alors il n'existe pas de fonction f € F(X,R) telle que (fn)nen
converge simplement vers f. En effet
(a) six € 2nZ alors fn(x) — 0,
(b) six ¢ 2r7 alors fn(x) diverge.
3. X =[1,400] et gn(x) = 2™ alors il n’existe pas de fonction g € F(X,R) telle que (gn)nen
converge vers g car g,(2) diverge vers +o0o.

4. X =]—-1,1] et go(x) = 2™ alors pour tout © € X, fn(x) — 0, donc f,, converge simplement
vers la fonction identiquement nulle Ox .

5. X =] —1,1] et gn(x) = ™ alors pour tout x € X, fn(x) = g(z), ot g(x) vaut toujours 0
sauf au point 1 ou elle vaut 1.

Remarque 5.6. Comme le montre le dernier cas, la limite simple de fonctions continues n’est
pas forcément continue.

Remarque 5.7. Si X7 C X, plus précisément on suppose que X = X1 U Xs. On considére
(fn)nen a valeurs dans F(X,R) alors f, =% f entraine que f, —%, f. On a méme

Jn =%, f
fn =%, f

=% fe {

Convergence uniforme

Définition 5.8. On dit que la suite (f,)nen & valeur dans F(X,R) converge uniformément
vers f € F(X,R) sur X si

zeX

On le note f, =% f. La définition est équivalente a la suivante :
Ve >0, In. €N, Va € X, Vn 2 n.,|fn(z) — f(2)] < e
Remarque 5.9. Si X = X; U Xs. On considére (fn)nen @ valeurs dans F(X,R) alors

=% fe 1
fn X f { fn —&2 f
interprétation graphique

voir dessin fait pendant le cours

Example 5.10.

1. Soit X = [0, M]. Pour tout n € IN et pour tout € X, soit f,(z) = £ et f(x) = 0 alors
la suite (fy)n>1 converge uniformément vers f sur [0, M].

bu= D |fale) = f@)] = sup 7] = 25 s O

zeX ’
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2. Considérons les mémes fonctions sur X = R, alors

= 3 nle) = J(@)] = +oo.

zeR

Comme la suite (d,,)new ne converge pas vers 0 la suite (f,,)nen ne converge pas uni-
formément vers f sur R. (Néanmoins elle converge simplement).

Définition 5.11. Si X est un ensemble et f € F(X,R), on appelle norme sup de f 'élément
de R4 défini par sup,cx |f(z)|. On le note généralement || f||sc.

Il s’agit d’une notation commode car synthétique, par exemple plutot que d’écrire,

sup |(f + g)(z)| < sup [f(z)| + sup |g(z)]
rzeX zeX zeX

on peut résumer |[f + glloo < [[flloc + ll9lloc-
Remarque 5.12. Avec ces notations, on a fn, =% f si et seulement si || fn — flloc = 0.

Proposition 5.13. Si la suite (fn)nen converge uniformément vers [ alors elle converge aussi
simplement vers f.

Remarque 5.14. L’mplication inverse est fausse : pour f,(x) = z™ définie sur [0,1], on sait
qu’elle converge simplement vers une fonction g mais ne converge pas uniformément car pour
tout n € N, ||frn — glloc = 1.

Proposition 5.15. (Critére de Cauchy) Soit (fn)nen une suite de F(X,R). Elle converge
uniformément si et seulement si

VE>07 Elnsa Vp»q277€7 ||fp_fq||oo <e.

Démonstration. = Si f converge uniformément vers f alors || fn — flloo —n—+oo 0. Soit € > 0,
il existe ng tel que d,, < € au dela de ng. Soit p, g > ng, alors

1fp = falloo = 1(fp = 1) + (f = fo)llo
< ||fp - fHoo + ||fq - f”oo
”fp - fHoo + ||f - fq”oo
2¢.

/

NN

< Réciproquement, pour chaque z € X la suite réelle (f,(z))nen est une suite de Cauchy
donc convergente dans R. On note f(x) la limite et par définition f,, —% f. Montrons que la
convergence est uniforme.

Soit € > 0, il existe ng € IN, tel que pour tout ¢,p = no, ||fp — fylleo < &, ¢est-a-dire :
Vo € X, [fp(z) — fo(2)] <e.

Par conservation des inégalités larges par passage a la limite lorsque g tend vers l'infini, on
obtient
Vp > no, Vz € X, |fp(z) — f(z)] <e.

La suite (f5)nen converge uniformément vers f sur X. O
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5.2 Propriétés de la convergence uniforme

5.2.1 Continuité

Proposition 5.16. Soit (f,)nen une suite de fonctions continues de F(X,R) telle que (fn)nen
converge uniformément vers une fonction f, alors f est continue.

Démonstration. La continuité est une propriété locale. Il suffit de la vérifier pour tout zg € X.
Soit zg € X et € > 0. Il existe ng € IN tel que

[ fno — fII < /3,
et par continuité de f,,, il existe n > 0 tel que
|z — zo| <1 = | fng () = fro(w0)| < /3.

On en déduit que

|f(2) = f(o)| < [f(@) = fro (@) 4 [fro () = fro ()| + [fno (x0) — f(0)]
<e.
La fonction f est donc continue. O

En contraposant, on obtient :

Corollaire 5.17. Soit (fn)nen une suite de fonctions continues qui converge vers f sur un
intervalle I. Si f n’est pas continue alors la convergence n’est pas uniforme.

5.2.2 Intégration

Proposition 5.18. Soit une suite de fonction (fn)nen intégrables définies sur Uintervalle (a, b)
qui converge uniformément vers une fonction f. Alors f est intégrable et

b b
Jim [ p@de= [ .
Démonstration. La démonstration est significativement plus simple si les fonctions sont conti-
nues car le caractere intégrable de la limite est automatique puisqu’elle est continue. L’étape 2
devient inutile.
Etape 1. Soit € > 0. Par définition de la convergence uniforme, il existe n; € IN tel que
pour tout n > nq, pour tout = € [a, b],

€
b—a

[fn(2) = f(@)] <

ou de maniere équivalente,

< @) < al)

Va € [a,b], fn(z)— (5.1)

Etape 2. Montrons le caracteére intégrable. En utilisant les notations du chapitre 3, on en
déduit des inégalités (5.1) que pour toute subdivision o de [a, b],

I (fn = 7==10) S I7(£,0) <I*(f,0) ST (fu+ 7=, 0) (5:2)
[ Ut E0) = H(fa o)+
M{ F(at 500) = (o) —<
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De plus par définition d’une fonction intégrable, pour chaque n, il existe une subdivision
o, telle que

b b
/ Fu(@)de — ¢ < I (fasom) < I (fasom) < / ful)d+ (5.3)

En utilisant les inégalités (5.2) et (5.3), on a finalement
0< I (f,0)—IT(f,0)<4e (5.4)
Ce qui montre le caractere intégrable de f.

Etape 3. On peut intégrer les inégalités (5.1) pour obtenir : pour tout n > nq,

/abfnm—es/:f(x)</:fn<x>+e.

La fonction f est donc intégrable et 'intégrale de la limite est la limite des intégrales.
O

Attention, le résultat précédent n’est valable QUE si la convergence est uniforme.

Exemple 5.19 (hors programme).

1. Pour tout n > 1, on définit la fonction f, sur [0,1] par f, = nljg1/p. Alors (fn)nen
converge simplement vers la fonction nulle sur [0,1] dont lintégrale est nulle mais

/Olfn(t)dtzl

2. Ce n’est pas vrai non plus si la suite converge uniformément sur un intervalle non borné.
Pour tout n > 1, on définit la fonction f, par f, = %]I[O,n]' Alors f0+oo fa(t)dt =1 bien
que frn =4+ 0. En effet || fulloo = % — 0.

5.2.3 Dérivation

Proposition 5.20. Soit une suite de fonction (fn)nen de classe C* sur I (dérivable et dont la
dérivée est continue) tel que

1. il existe un point a € I tel que la suite réelle (fn(a))nen converge vers un réel b.
2. la suite des dérivées (f))nen converge uniformément sur I vers une fonction g.

Alors (fn)nen converge simplement vers f définie par

Ve el, f(x) :b—&—/mg(t)dt

Si de plus I est un intervalle borné, alors la convergence est uniforme.

Démonstration. Tout d’abord la fonction g est continue sur I comme limite uniforme de fonc-
tions continues (conséquence du caractere C1).
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Soit x € I, alors on a
lirrln fulz) = liTan <fn(a) + /w fé(t)dt,)
:hyhm%H?/wﬁmﬁ,
:b+/w%nﬂ@mL

=b+ /I g(t)dt,
= f(=).

La troisieme égalité vient de la proposition 5.18.

Montrons maintenant que si I est un intervalle borné (contenu dans [¢, d]) alors la convergence
de f,, vers f est uniforme. On considére d’une part (hypotheése 1) un entier n; € IN, tel que

e

Vn = ny, |fula) = fla)] < d—c¢

et d’autre part (hypotheése 2), un entier no € IN, tel que pour tout x € I

€
d—c

Vn = ny, |fh(z) — g(z)] <

Il s’ensuit que si z € I, et si n > max(nq,ng), on a
)= 1) = (@) + [ i) = (1@ + [ awar)

= (fula) = @) + | " — gty de

Donc,
20~ 1) < 1) - Sl +| [ 1200~ )
<et|[no-a0al
<et| [0 - sto) a
roe
<e+ /a d—cdt‘
€
Se+—le—d
< 2e.
Ce qui permet de conclure. O
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5.3 Interversion des limites

Proposition 5.21. Soit (f,)nen : X — R une suite de fonctions continues. On suppose que
1. la suite f, converge uniformément vers f sur X,
2. (Tn)nen € XN converge vers x € X,

alors la suite (fn(zn))nen converge vers f(x).

Exemple 5.22. Si la suite (fn)new ne converge pas uniformément vers f alors le résultat

est fauxr comme le montre f,(x) = x™ définie sur [0,1]. La suite converge simplement vers la
fonction

flz) =

1 six=1.

{0 sizel0,1),
Considérons la suite (x,)nen définie par x, = (1 — %) . On a donc

Fnln) = (1 - 1>n = (1=5) v el = é £1=f(1).

n

Démonstration. Soit € > 0. Par convergence uniforme, il existe n; € IN tel que :

De plus f est continue comme limite uniforme de fonction continues donc f(x,) — f(z). Ainsi,
il existe ny € IN tel que
Yn = na, |f(xn) — f(2)] <e/2.

Ainsi, pour tout n > max(ni,ns),

[fr(an) = f@)] < |fulzn) = flzn)| + [ f(zn) — f(2)] <e.
Donc (fn(2,))nen converge vers f(x). O
Le résultat précédent est un cas particulier d’un cadre un peu plus général,
Proposition 5.23. (Interversion limites) Soit (fn)nen : [a, b= R une suite de fonctions. On
suppose que
1. la suite (f,) converge uniformément vers f sur l’ensemble [a, b],
2. pour tout n € N, f,(x) converge vers u, lorsque x converge vers b.
alors
e lim wu, existe,
n—+oo
elim f(x) existe,
r—b
e on peut intervertir les deux limites :

it = 0 B ) = iy g, Jn () = i J0)

Remarque 5.24. Si les fonctions f, sont continues sur [a,b], cette limite commune vaut f(b),
sinon on peut interpréter ce résultat a l'aide d’un prolongement par continuité.

Démonstration. Commencons par démontrer que la suite (u,)nen est une suite de Cauchy. Soit
e > 0. Par hypothese (cf proposition 5.15) il existe ng tel que pour tout p > ng, et pour tout
q=2n0 |fp — fqlloo < €. Mais puisque pour tout p,q € IN, et pour tout x de [a, b

|fo(2) = fo(@)| < I fp — falloo-

En considérant la limite lorsque x tend vers b, on obtient pour tout p > ng, et pour tout q¢ > ng

p — 1| < e
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La suite (uy,)nen est une suite de Cauchy a valeur réelles, donc elle converge. Soit £ cette limite.
Montrons que f(z) tend vers ¢ lorsque z tend vers b.

|f(z) = €] < [f(x) = ful@)] + [ fol@) — un| + [un — ¢

D’une part, |f(z) — fn(2)| < &, d’autre part, il existe ny > ng tel que |u,, —¢| < . Finalement,
par définition de u,,, il existe § tel que |z — b| < § implique que |fp, () — un, | < &.
1l s’ensuit que pour tout = € [a, b tel que |z —y| < 0, |f(z) —¢] < e. O

5.4 Applications aux séries entieres

5.4.1 Régularité des séries entieres

On rappelle la définition.

Définition 5.25. Si (a,)nen est une suite donnée de nombres réels, On appelle série entiere
associée, la série numérique de la forme

+oo
g anx"
n=0

ol x est un nombre réel. On la note parfois s’il n’y a pas de risque d’ambiguité > a,z™.

Soit Y a,x™ une série entiere, alors on note (f,)nen la suite de fonctions

fo(z) = ao
filx) = as+arz ,

fo(z) = ao+aiz+ax

Il importe de comprendre que quelque soit le domaine de définition (dit autrement quelque soit
le rayon de convergence) de la série entiére, les fonctions f,, sont des polynémes définis sur tout
R.

Proposition 5.26. Soit Y a,z™ une série entiére dont le rayon de convergence est R,, alors
pour tout T positif et strictement inférieur & R,, on a convergence uniforme sur [—r,r] de la
série de fonctions (fy) vers f. En particulier, d’apres la proposition 5.16, f est continue sur
[—7", T] .

Si on considere la “série entiere dérivée”, Zn%nanx"’l, on démontre que la série entiere
dérivée possede méme rayon de convergence que la série Y a,z™. On peut donc appliquer la
proposition 5.20 pour montrer que la fonction f est dérivable sur tout segment contenu dans
] = Ra, Ra| et que

“+oo
fl(x) = Z na,z" .
n=1

Application, on peut (fait en cours) en déduire compléetement que pour tout x réel,

+oo s
exp(z) = Z g
n=0

En récurrant, on peut énoncer

Proposition 5.27. Soit > a,z™ une série entiere de rayon de convergence R,, alors f est
dérivable a tout ordre (fonction de classe C*) sur ] — R, Ryl
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5.4.2 Exemples classiques

Les fonctions suivantes sont développables en série entiere et la série entiere associée n’est
autre que la limite de la partie polynomiale des développements limités que ’on connaissait.
Les développement en série entieres de ces fonctions et leur rayons de convergence sont “a
maitriser” (& retrouver sans faire appel a google).

e Pour la fonction fi(z) = — I, le rayon de convergence vaut 1 et

1

e Pour la fonction fo(x) = H%’ puisque fa(z) = fi(—=x), le rayon de convergence vaut

aussi 1 et
1 =
Ve e]-1,1], 1—2= l—z+z+...= Z(—l)"m",
n=0
e Pour la fonction f3(z) = In(1 — z), puisque f§(z) = —f1(z), en primitivant, le rayon de
convergence vaut toujours 1, on peut aussi utiliser et
1, =1,
Ve e]-1,1[, m(1l—2)= -2z —-a*—...= — —z",
2 —=n

e Pour la fonction f4(z) = In(1 + ), on peut primitiver fo, on peut aussi utiliser fy(z) =
f3(—x), le rayon de convergence vaut 1 et

1, (-1t
n
Vo € ]-1,1], ln(l—i—ac)——x—ix +.“_n217$ ;

e Pour la fonction, e, on vient de voir que le rayon de convergence vaut +oo et

“+o0

1 1,
Vr € R, exp()-l—i—x—i—gx +. z;)ax,

e Pour la fonction cos(z), qui est paire, le rayon de convergence vaut +oo et

1, = (-1)”
VxEIR,cos()—l—ax —|——m— Z

e Pour la fonction sin(z), qui est impaire, le rayon de convergence vaut +oo et

Ve R sin()—m—lx—kl 5 — zfﬂx%“
’ 3! 5! ¢ (2n+1)! ’

e Pour la fonction (1 + )%, le rayon de convergence vaut 1,

Veel - 1,1, (1+2)*=1+ax+ a(a; 1)x2+ ala = 13)!((172)173+
ala—1)(a—2)...(a—(n— 1))36”

n!

+

+...

On remarque que pour z = —1, de toute fagon la fonction n’est pas définie. Si a est un
entier, le développement est un polyndéme et a partir d’un certain rang tous les coefficients
sont nuls.
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CHAPITRE

Applications aux
séries entieres

Les séries entieres ont déja présentées dans le cadre du second chapitre. Il importe de mai-
triser cette partie avant de se consacrer a ce nouveau chapitre. Ici, on ne va plus se contenter
de regarder le comportement a x fixé mais se focaliser sur le comportement en tant que fonction.

motivation

Pourquoi créer une théorie spécifique en plus de la théorie des séries numériques :
e permet de définir I’exponentielle
e lien avec les développement limités (DL).
e lien avec les fonctions génératrices.

6.1 Série entiere

On insiste sur une remarque déja fait au paragraphe 2.6

Remarque 6.1. Attention, [’écriture Z::& anx™ contient une d’ambiguité au point x = 0. Il

est INTERDIT d’écrire 0 a la puissance 0. En fait, il vaudrait mieux écrire ag + Z:ool anpx”.

n

Ce serait plus rigoureux mais trés pénible, aussi on va conserver ’écriture Zzz’) anx™ en ayant
0

en téte la convention que le premier terme de la série est la constante ag et non pas apx”.

6.1.1 Lemme d’Abel

Le lemme d’Abel est vrai sur C mais nous 'utiliserons exclusivement sur R.

Lemma 6.2 (Lemme d’Abel). Soit Y a,x™ une série entiére. S’il existe un scalaire non nul
xo tel que la suite (anx])nen soit bornée alors la série entiére Y a,x™ converge absolument
pour tout nombre réel x tel que |x| < xg. De plus, si |x| > xg alors la série Y anx™ diverge
grossierement.

Corollaire 6.3 (HORS PROGRAMME"'). Si la série converge en un complexe zy alors elle
converge pour tout z € C, tel que 0 < |z| < |z0].

Corollaire 6.4. Si la série converge en un réel x tel que r = |z|, alors elle converge sur
Vintervalle |—r, r|.

Définition 6.5. On pose
G, = {r € R*|(a,")nen bornée}.

Le rayon de convergence de la série entiere Z:i% an,z" est I'élément de R+ défini par R, =
sup G,

Remarque 6.6. On pose

1. On n’a pas vu ce qu’était la notion de convergence pour les série dont le terme général est une suite de
complexes.
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l’ensemble G, est symétrique par rapport a 0.

si0<z<yetsiyeqG, alorsz € G,.

En conséquence G, est un intervalle de la forme [—Rgy, Ry] ou bien | — Ry, Rq|.
On a bien sur D, C G,. (condition nécessaire de convergence)

Sir € GaNRy, et si|z| >r, alors x ¢ D,

Théoreme 6.7. En utilisant les notations précédentes : soit z € R
e si|z| < R alors la série entiére Y a,z™ est absolument convergente.
o si|z| > R alors la série entiére Y an2™ est divergente.
o si|z| = R, alors tout peut arriver.

Le théoreme suivant permet de distinguer trois sous-ensembles associés a des types de com-
portement. Pour des raisons liés a 1’étude des séries sur C, on utilise parfois le vocabulaire
suivant

e a l'intérieur du disque de convergence,

e a l'extérieur du disque de convergence,

e sur le bord du disque de convergence.
pour désigner ces trois cas.

Corollaire 6.8. Suivant la valeur du rayon de convergence, on a donc 3 cas :
Premier cas R =0 alors D = {0},
second cas cas R = +oo alors D = R.
— R €]0,400|, on a alors 4 sous-cas possibles

CL) D:]vaR[;
b) D:]_RvR] ;
¢) D=|-R,R[;
d) D=[-R,R|;

Exemple 6.9. On peut revisiter les exemples précédents.
— On peut calculer le rayon de convergence de ) .n'z" qui vaut R = 0, ce qui est
cohérent avec D = {0}.
— On peut calculer le rayon de convergence de ), .\ 2" qui vaut R = 1, ce qui est cohérent
avec D =] — 1,1].
— On peut calculer le rayon de convergence de ), . 2" /(n!) qui vaut R = +o0, ce qui est
cohérent avec D = R.

6.1.2 Meéthode de calcul du rayon de convergence

En appliquant la regle de d’Alembert, on montre :

Théoréme 6.10. Soit > a,2" une série entiére. On suppose qu’il existe ng telle que pour tout
n>=ng, a, #0 et
Un+1 +

an

lim

n—-+4oo

=/cR

alors “R=1".

l:

Remarque 2. Dans la proposition précédente, on utilise la convention

1 _

En appliquant la regle de Cauchy, on montre :

Théoreme 6.11. Soit > a,z"™ une série entiére. On suppose que

lim /Jan] =R,

n—-+oo

alors le rayon de convergence est R = %.
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Remarque 6.12. Soit (a,)nen une suite et Ny un entier. On considére la suite (by)n = (Jan|)n
et (Cn)n défini par co = 0 = ... = cNy—1 PUIS par ¢, = a, si n = Ny, alors les trois séries

entiéres ont méme rayon de convergence. Dit autrement, les séries > 00 an2™, Y420 |a,|z™ et

oo a2 ont méme rayon de convergence
n=N, dn Y g .

Corollaire 6.13. Soit (an)nen une suite. On suppose qu’il existe m, M € R tels que pour
tout n € N,
m < |an| < M,

alors R =1.
Dit autrement si liminf a, > 0 et limsupa, < +o0o alors R =1.

6.2 Fonction développable en série entiere

6.2.1 Définition

Si > apz™ est une série entiere de domaine de convergence D, on peut définir la fonction f de
D dans R par

“+oo
flz)= Z anz".

n=0
Inversement, on s’intéresse aux fonctions qui peuvent s’écrire sous cette forme (sur un intervalle
non trivial).

Définition 6.14. On dit que la fonction f est développable en série entiere au voisinage de 0
¢l existe une série entiere Y a,,2z™ et un réel r € |0, +o00[ tel que

+oo
Vo € |-r,r[, flz)= Z anx™.
n=0

Dans ce cours, on ne rentrera pas dans les subtilités de regarder ce qui passe aux point —r et
r, on étudiera seulement sur l'intervalle ouvert | — =, r[.

Définition 6.15. On dit que f est de classe C* si f est dérivable k fois et la k-eme dérivée
notée f*) est continue. On dit que f est de classe C* si f est infiniment dérivable.

Proposition 6.16. Soit f une fonction développable en série entiére au voisinage de 0 alors
f est une fonction de classe C* sur | —r,r| et pour tout © € |—r,r|,

f/(x) = a1 + 2asx + 3azz? + dagx® + ...+ (n+ Dapp2™ + (04 2)an 02"t ..
f(x) = 2as + 3azz 4+ 12442 + ...+ (n + 1) (n + 2)ani20™ + ...

+oo
(k)
FO) = 3 T
Corollaire 6.17. Si f est développable en série entiere alors pour tout n € N, a,, = %; et
+o00o
™) ,
V.TE]—’I",’I"[, f(gj):z%TJf . (61)

Ainsi le développement en série entiére est unique.

Corollaire 6.18. Si f est développable en série entiére alors elle posséde un développement
limité a tout ordre en 0 : pour tout n € N, pour tout x € |—r,r|,

f@)=as+ a1z + ...+ apz, + 2"e(x)

Ainsi le développement limité de f en 0 n’est autre que la troncation de la série entiére.
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Remarque 6.19. Attention, si une fonction f est de classe C*°, elle peut ne pas étre développable

. N . (n) . .

en série entiére au voisinage de 0. En posant a, = fT(O), on a un unique candidat pour le
développement.

e soit parce le rayon de convergence de la série Z::E) anT

e soit parce que le rayon de convergence de la série est positif strictement, mais on peut

avoir pour autant f(x) # Ii% anx™.

" est nul

Exemple 6.20. (complément) On peut montrer (c’est assez difficile pour vous) que la fonction
imaginée par Cauchy

. o exp(—1/2%) —1 sixz#0,
f.IR—)IRdeﬁmepar{O Siz=0,

est de classe C*° sur R mais pas développable en série entiére. En fait, on a f'(0) =0, f(0) =

. g . . .y ., (™) (o . ,
0, etc ... Si on étudie la série entiére associée Z;:B fT()x”, tous les coefficients étant nuls,

son rayon de convergence est +0o. Mais

Fm(0)

n!

z".

“+o0
Vo € R, flz) # Y
n=0

Proposition 6.21. Soit f une fonction développable en série entiere au voisinage de 0 alors
une primitive de f est donnée par la fonction F telle que pour tout x € |—r,r],
a1 2 @2 3 43 4 Gn _ n+1
Flr)=ax+ —2°+ =2°+ —a"+ ...+ —= +...
(@) = a0z + 5 3 4 n+1
Dit autrement et en résumé, pour une fonction développable en série entiere, la dérivée de la
somme est la somme des dérivées et une primitive de la somme est la somme des primitives.

Proposition 6.22. La fonction exponentielle est développable en série entiére :

+00 1
pour tout = € R, Z —'z”.
n

n=0

Le rayon de convergence de cette série est +o0o ainsi la fonction exponentielle est définie sur
tout R et la fonction est donc égale a sa dérivée.

6.2.2 Exemples classiques

Les fonctions suivantes sont développables en série entiere et la série entiere associée n’est
autre que la limite de la partie polynomiale des développements limités que 1’on connaissait.
(19

Les développement en série entieres de ces fonctions et leur rayons de convergence sont “a
maitriser” (& retrouver sans faire appel & Google ).

e Pour la fonction f;(z) = ﬁ, le rayon de convergence vaut 1 et
1 =
— 2 _ n
VxE]—l,l[, m —1+$+.T +.—Z$ ,
n=0
e Pour la fonction fo(x) = 14%7:’ puisque fa(z) = fi(—x), le rayon de convergence vaut
aussi 1 et
1 =
Vo€ l-11[, ;= l—z+a®+... = z:()(—l)”x”,
n=

2. La société Google(C) ne sponsorise pas ce cours.
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e Pour la fonction f3(z) = In(1 — z), puisque f§(z) = —f1(z), en primitivant, le rayon de
convergence vaut toujours 1, on peut aussi utiliser et

1
Vme]—Ll[,ln(l—x):—x—ix - ——Z —z"

e Pour la fonction f4(z) = In(1 + z), on peut primitiver fo, on peut aussi utiliser f4(z) =
f3(—x), le rayon de convergence vaut 1 et

S~ (D!

1, N
Vo € ]-1,1], ln(1+x):xf§x +...:2Tm ,

n=1

e Pour la fonction, e, on vient de voir que le rayon de convergence vaut +oo et

+oo
1 1,
VIER,EXP()—1+$+§$+ E il
n=0

e Pour la fonction cos(z), qui est paire, le rayon de convergence vaut +oo et

1
Vo € R, cos(z )—1—5 2+—x -

e Pour la fonction sin(z), qui est impaire, le rayon de convergence vaut +oo et

Vo € R, sin(x )—x—lx —|—lx5 zfﬂm%ﬂ
’ 3! 5! — (2n+1)! ’

e Pour la fonction (1 + )%, le rayon de convergence vaut 1,

Vo €] - L1 (L4 a) = 14 ary Q0 gz g 02 V@D 5
ala—1)(a—2)...(a—(n— 1))x”

n!

+...

+

On remarque que pour z = —1, de toute fagon la fonction n’est pas définie. Si a est un
entier, le développement est un polynome et a partir d’un certain rang tous les coefficients
sont nuls.

6.2.3 Opérations sur les fonctions développables en série entiere

On a déja remarqué le comportement des fonctions développables en série entiere par rapport
a la dérivation et a l'intégration. On va évoquer le comportement de ces fonctions par rapport
a la somme et a ’addition

Proposition 6.23. On considére [ (respectivement g) deux fonctions développables en série
entiéres, Z:x()) anx™ (respectivement Z:O%b a™) de rayon de convergence respectifs R, et

Ry. Alors f+ g et fg sont developpables en série entiéres. De plus, si on désigne par R =
min(R,, Rp), alors pour tout x € ] -R, R{ on a

—+oo

(f +9)@) = 3 (an +ba)2" et (fo)a ch

n=0
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co = aobo,
c1 = aoby +aqbo,

o = ...
¢, = aob, +aibp—1+ ...+ aybo

L’intuition est tres simple, il suffit d’imaginer que 'on fait la somme et le produit de deux
polyndémes infinis, en particulier,

(ag+arz+...+apx”+..)(bo+brx+ ...+ bz" +...) =

(aobo) + (a0b1 + albo)a: + (aobg + a1b; + agbo).’L‘Q + ...+ (aobn + a1bp—1+ ...+ anbo)x" + ...

Exemple 6.24. Attention lorsque le rayon des deux séries entiéres sont égauz, il est possible
que le rayon de la somme soit strictement plus grand. Ainsi par exemple, si pour tout n € IN,
an, =1 et b, = —1 alors R, = Ry = 1. Mais la série somme est la série de terme général

vn € N,d,, = a,, + b, = 0.

Elle a donc un rayon de convergence infini : Rgayp = +00. Ainsi le rayon de la somme est
strictement plus grand que le minimum des deux rayons.

Proposition 6.25. La série dérivée et la série primitive de la série entiére > anz™ ont un
rayon de convergence égal a R,.
6.3 Fonctions génératrices

On verra en probabilité 'intérét d’une telle fonction.

Définition 6.26. Etant donnée un proba P et X une variable aléatoire a la valeur dans N, la
fonction génératrice de X est la série entiere

+oo
Gx(z):= ZIP’(X =n)z"
n=0

Remarque 6.27. Si R est le rayon de convergence de la série entiere, alors on remarque que
R>1.

Proposition 6.28.

Loi parametres Gx R
Loi de Bernoulli D 1+p(t—1) +00
Loi binomiale (n,p) I+pit—1))"| 4o
Loi de Poisson A Mt —1) +o0
Démonstration. Laissé en exercice. O
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CHAPITRE

7

Equations différentielles

7.1 Introduction

On s’interesse au probléme suivant : soit I un intervalle de R :
— soit A: I — M, (R) (matrice de taille n x n & valeurs dans R),
— soit b: I — R"™
— Est ce que I’équation différentielle suivante a une solution ?

2’ (t) = A(t)z(t) + b(t). (7.1)

C’est a dire que 'on cherche des fonctions = : I — R dérivable vérifiant 7.1 sur 'intervalle I.
b1 (t)

En écriture explicite, on a A(t) = (aij(t))lgijgn’ b(t) = et on cherche z1,...,z, n
’ b (t)

fonctions dérivables telles que

zy(t) = Z ar;(t)z;(t) + ba(t), (7.2)

Example 7.1.

Dans le cas ou n = 1, alors le probleme s’écrit comme la recherche d’une fontion z : I — R tel
que
' (t) = a(t)z(t) + b(t).

Définition 7.2. On note S, 'ensemble des solutions de 7.1 et Sp I’ensemble des solutions
associé a b = 0 (fonction identiquement nulle).

Proposition 7.3. — 8o est un espace vectoriel.
— Siz eS8y alors S, ={z+y,ye S}

La seconde partie de la proposition montre qu’afin de connaitre I’ensemble de solution Sy, il
suffit de connaitre une solution particuliere et ’ensemble de solution Sy.

Définition 7.4. Soit I, ty € I and x¢ € R. On appelle probléme de Cauchy relatif a ’équation
7.1 et & la condition initiale x(tg) = zo la recherche de soutions de (1) telle que z(ty = zo.

ON admet qu’on peut définir une intégrale sur R™ : si f : I — R" est suffisement réguliere alors
P f(t)dt € R™ peut étre définie.

Proposition 7.5. Il ya equivalenet entre les deux probléemes suivant : chercher une solution

z: I —R"
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— de classe C' et vérifiant 7.1
— continue et tel que pour tout t € I, x(t) = xo + ftto A(s)x(s) + b(s)ds

Exemple 7.6. Soit I’équation differentielle sur R
2/ (t) = 2z(t) + 3,

alors S = {Xe™2 — 21,

7.2 Le théoreme de Cauchy-Lipschitz

Théoréme 7.7. Si A: I - M,(R) et b: I — R™ sont continues, si tg € I and zg € R"
alors il existe une et une seule application x de I dans R™ de classe C' solution du probléme
de Cauchy :

Vte I, o'(t) = Alt)z(t) + b(t),
CU(to) = Xq-

Remarque 3. Attention, il n’y a pas de coefficient devant 2/ ().
Démonstration. Admise O

Regardons deux applications de ce théoreme.

7.2.1 Dimension 1

Soit a: I —+ R et b: I — R continues, tg € I et 2y € R alors

{Vt €I, 2'(t) = alt)z(t) + b(t),

x(tg) = xo.

a une unique solution.

7.2.2 Equation linaire d’ordre 2.

Soita:I - Retb: I —R,c:I— R continues, tg € I,z9 € R et z € R alors

Vi eI, ©'(t) = a(t)x'(t) + b(t)x(t) + c(t),
(E(to) = Xy, (75)
' (tg) = x{-

a une unique solution.
Afin de démontrer ce résultat, on va transformer cette équation avec des dérivées secondes en
dimension 1 en une équation différencielle d’ordre 1 mais de dimension 2. On pose X (t) =

(xx’g)) alors le probleme 7.5 est équivalent au suivant

N E AR 0 1 0
*0 = <x“<t>> - (b(f)a(t) >X(“ ! (e(f)) ’
X(to):<x/0>.

Lo

Or le théoreme de Cuachy s’applique a ce dernier probleme et donc on obtient ’existence et
I'unicité d’une solution au probleme 7.5.

62



Remarque 4. Attention que se passe-t-il pour le probleme suivant

I=R,
ta'(t) + x(t) = et
to = 171‘0 =1.

Il n’y a pas de solution & ce probleme de Cauchy. En effet la seule solution C' de 1’équation
différentielle est .
e’ —1 -
L6t #£0
wy=q 0 7
1sit=0,

et cette fonction prend la valeur e — 1 # 1 en 1. On peutappliquer le théoerem sur R et sur
R* MALIS on doit les recoller pour faire une solution sur tout R.

7.3 Résolutions explicites

On va s’interesser maintenant a la résolution explicite de certains cas particuliers. Afin de
trouver ’ensemble des solutions d’une équation différentielle, I'idée générale est de trouver
I’ensemble Sy et UNE solution de Sp.
Il ya deux types de compétences & avoir

— connaitre la méthode de résolution de certaines familles d’équation différentielle.

— savoir appliquer certaines méthodes génériques.

7.3.1 Equation linéaire d’ordre 1 a valeur dans R

On commence par calculer les solutions de 2/(t) = a(t)x(t). Soit A(t) une primitive de a(t) alors
So={t =2t AR}

En effet, si f(t) = AeA® alors f/(t) = Aa(t))eA® par définition de la dérivée composée et est
donc bien solution de I’équation homogene.

Afin de trouver une solution de I’équation avec un second membre, on va chercher une solution
sous la forme (méthode de la variation de la contante)

z(t) = y(t)er®.
x est solution du probleme original si y est solution de

A0y () + a(t)e Dy (t) = a(t)e Dy (t) + b(t)
&y (t) = b(t)e @,

Ainsi ;
y(t) = yo +/ b(s)e_A(s)ds

to

Sy = {(mo) + /t t (b(s)e-A<s>)) eA(t)}

PROBLEME : choix de la primitive.

On a donc
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7.3.2 Equation linéaire d’ordre 2 a coefficients constants

On s’intéresse aux équations de la forme =" = az’ + Sx +, ou «, 8, sont des nombres réelles
(pas des fonctions).
11 ya trois cas différents en fonction des racines de X2 — aX — 3

— si A =a?+48 > 0 alors on pose 71 = "‘*2\/Z, Ty = O‘*Q‘/Z et

Sy = {Ae™t 4 pevst — % A ueR}

— si A =0 alors on pose 1 = § et
b
B

— si A < 0 alors on pose 1 :% “_A,$2:% et

S, = {Me™ + pe™t — = X\ pu € R}

SV _ {)\ea/2t008<m> +,u6a/2t8in(\/z) _ %}

Si v n’est pas une constante, on tuilise la variation de la constante & partir des solutions
de 7’/ = ax’ + Bz.

7.3.3 Résolution d’équation différentielle plus général

Quelques méthodes :

— Si on connait I'espace de solution &y, transformer les constantes en fonctions afin d’ob-
tenir une nouvelle équation différentielle (& priori plus simple).
Si I’équation est de la forme

qt)z’'(t) + b(t)x(t) + c(t),

considdérer des intervalle ou la fonction a(t) ne s’annule pas (ainsi on peut diviser par
a(t)). Chercher des solutions sur chasque intervalle puis essayer de les recoller. Attention
il faut que la fonction recoller soit dérivable en tout point.

Chercher des solutions sous des formes particuliere (séries entiere, polynomiale). ON a
vu que si f est dérivable en série entiere alors f’ est aussi une série entiere de méme rayon
de convergence. Ainsi I’équation différentielle implique des relations entre les coefficients
de la série entiere.

Exemple 7.8. Déterminer une solution DSE de
2t(t + 1)x" (t) + (5t + 3)z'(t) + z(t) = 0.

On suppose qu’il existe une solution f non identiquement nulle et DSE sur | — R, R] pour un
certain R. On la note f(z) = 37 a,a". Alors on sait que sue | — R, R[, on a

“+o0 —+ 00
() = Z apnz" ! = Z ant1(n+1)z",
n=1 n=0

t
¢ +oo —+oo
(z) = Z ann(n —1)a" 2 = Z anio(n+2)(n+1)x™,
n=2 n=0

On peut donc en déduire les DSEs de xf"(x), 2% f"(x) et xf'(x). En injectant dans I’équation
différentielle, on obtient que

+oo
ap + 3a; + Z 2n(n 4+ 1)ap+1 + 2n(n — Day, + 5nay, + 3(n + 1)ans1 +ay) s™ = 0.

n=1
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Par unicité du DSE, on a donc

ap + 3(11 = 0,
Vn>1,2n+3)ant1 + (2n+1)a, =0
Ainsi par récurence pour tout n = 0, a, = (2;2: ap et

+o0 2n—+1
_a nVT
@)= 73?;(_1) M1

. arctan(y/x) .
NG
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