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Chapitre I - SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

Introduction
Dans ce chapitre, on note K = R ou C.

Motivation : En mathématiques, le but du jeu est souvent de résoudre une équation, ou plusieurs (on parle
alors de systéme d’équations). Et généralement, cela n’a rien d’évident :

Quelles sont les solutions de
sin(x)e¥ — 3z cos(xy) = 2
4xY 4+ my® = 56

...Moi non plus.

Les systémes d’équations linéaires sont un cas plus agréable :

» Ils ont des applications dans de nombreux domaines scientifiques
» Ils sont & la base des calculs en algébre linéaire.

» On sait les résoudre !

Dans ce chapitre, on va donc apprendre le vocabulaire et la méthode de résolution de ces systémes.

Systémes a 2 équations, 2 inconnues
Définition 1

Un systéme linéaire 4 deux équations et deux inconnues x et y est un systéme de la forme

ax + by =
(5) { B
cx + dy = p

Résoudre le systéme revient & trouver tous les couples de réels (z,y) qui vérifient simultanément les deux
équations de (S). Voyons comment interpréter cette situation.

Premiére approche : Ligne par ligne
Les lignes de (S) sont les équations des droites :
Dy = {(z,y) € R*,ax + by = m}, Dy ={(x,y) € R*,cx +dy = p}.

~~ Une solution de (5) est donc un point d’intersection de Dy et Ds. Trois cas se présentent donc :

\ ///"/ T\ ‘ 1
2 1 T — | | ! - - ‘
R, _ \
‘ Dy et Dy paralléles : D, et Dy confondues :
Dy et Dy sécantes : ~> pas de solution ~~ infinité de solutions

~~ unique solution



Deuxiéme approche : Colonne par colonne

D’un autre coté, considérons les coefficients du systéme en colonne :

(S) r + by = m

r + dy = p

On note , U= (b,d) et W = (m,p). Alors (S) équivaut a
T+ yv = .

A nouveau, trois cas se présentent :

/ 8 3 3
/ [= -~
/ ~
d T 2
71 6 =
/ 4 2
/
/
w
// f 7 v 1 v
/
/
~ i A -2 h 0 1 2 3
u 0 1 P- 3 4 5
\V
8 % 4 2 [) 2 , —
e . . R linéa; )
7ot 7 f ¢ . i, ¥ colinéaires mais pas 0 : u, U, w sont colinéaires :
et v lorment un repere : ~ pas de solution ~~ infinité de solution

~> unique solution

Troisiéme approche : Par le calcul

Enfin, on peut résoudre le systéme par le calcul. On peut supposer que a # 0, et alors

b =
{aaz +oy m Lo <+ als

alcx +dy) =ap

On peut alors utiliser la premiére ligne pour “se débarrasser de z” dans la deuxiéme :

ax + by =m

alcx + dy) — clax +by) =ap—cm
Lg — L2 — CL1

ax + by =m

(ad—bc)y =ap—cm

Tout dépend donc de ad — be :

» Siad—bc+# 0,1l y a une unique solution :

__ap—cm x_md—bp
Y= ad—be " ad—be

» Si ad — bc = 0, deux cas se présentent, :

— Soit ap — em # 0. Auquel cas le systéme n’a aucune solution.

— Soit ap — cm = 0. Alors le systeme est équivalent a ax + by = m, ou encore r = =% — gy. Il y a alors
une infinité de solutions : chaque choix de y donne un x tel que (x,y) soit solution de (S) (on dira que
y est une inconnue libre).



Le cas général : Systémes a n équations, p inconnues

Définition 2

» On appelle équation linéaire d’inconnues (z1,...,x,) toute équation de la forme
a121 + a2 - - + apxy = b.

ouai,...,apbckK

» Un systéme de n équations linéaires a p inconnues est une liste de n équations linéaires :

1121 + a12%2 - - + @1pTp = by
(S)
Ap121 + Ap2X2 -+ AnpTp = bn

Les a;; € K sont appelés les coefficients de (S), les b; € K forment le second membre.

Exemple 1 (Exemples et contre-exemples)

1. 8¢ + \/§y — 552z =1 : Linéaire ? Vrai O Faux O
2. \/x — 3y =2 : Linéaire ? Vrai O Faux O

3.
3z — 49y =
Vor 4+ ey =
sin(1)x 2y

[EIEN]I

ot
= o

Linéaire ? Vrai O Faux O

zy+2z=3
r—z=1

Linéaire ? Vrai O Faux O

Définition 3

» Une solution de (S) est un p-uplet (s1,...,s,) € KP vérifiant simultanément les n équations linéaires
qui composent (S). L’'ensemble des solutions de (S) est, sans grande surprise, I’ensemble de tous ces

p-uplets.

» Résoudre un systéme linéaire consiste 4 donner ’ensemble des solutions (sous une forme explicite).

» Deux systémes (S) et (S’) sont équivalents s’ils ont le méme ensemble de solutions :

(81,...,8p) solution de (S) <= (s1,...,sp) solution de (S’)

Systémes échelonnés

Avant de s’attaquer a la résolution générale de systémes linéaires, voyons un cas facile a résoudre :

dry + 229 + x3 = 1
200 + 4x3 = 6
r3 = 3

qui nous donne, en remontant, une unique solution : (1, —3, 3).



Par contre, le systéme suivant n’a aucune solution :

51 + 2z = 12
2.’13‘2 = 4
0 = 25

Un chouia plus dur, mais pas beaucoup plus :

1 4+ 2z9 + r3 + gy = 1
ro + 4dxs 4+ OSxry = 6
3rs + 6xy = 3

Résolution :

Définition 4

» Un systéme linéaire est échelonné si le nombre de coefficients nuls en début d’équation croit strictement
a chaque ligne.

» Le premier coefficient non nul de chaque ligne est appelé “pivot”.

» On appelle rang du systéme le nombre de pivots.

Exemple 2

Le systéme a 4 inconnues et 3 équations suivant est échelonné :

—xr1 + 2x9 + 5r4y = 3
To — 333‘3 =
6xrs + Ty = b

~» Ce systéme est de rang I:]

Plus généralement, un systéme échelonné est de la forme

a11r1 + apxr + -+ +apz, =0b

25, Tj, + -+ +agpxr, =by

(SE) Qrj, T4, + -+ arpTp = bp
0 - br—i—l

0 = b,

~~ Le rang du systéme est 'entier r.



Définition 5
On appelle inconnues principales les inconnues x1,x;, ... x;. qui correspondent & un pivot et inconnues

libres les autres inconnues.
On a donc

‘r<n‘ ‘rgp‘ ’pzr—i— nb d’inconnues libres

Résolution des systémes échelonnés

L’avantage des systémes échelonnés, c’est qu’ils sont faciles a résoudre. On distingue différents cas :

» Sil'un des b,41,...,b, est non nul, le systéme n’a pas de solution. Ce cas ne se produit que si r < n.
» Sinon, b4 1 = -+ = b, = 0, et, en otant les (éventuelles) lignes inutiles 0 = 0, notre systéme échelonné est
équivalent a
a11%1 + a12x2 + -+ - + +apr, =b
a2, %, + -+ + agpr, =bo
(SE/) J27 72 PP '
Qrj, Tj, & -+ Qrpp = by
~» Deux cas se présentent alors :
e sir=p:
1121 + a2 + - - + +apr, =0b
agea + -+ + +agpr, =be
(SE") :
rrZy = by

~~ Le systéme admet une unique solution, qu’on obtient “en remontant”.

e si 7 < p, les inconnues (z;,.,,...,xp) sont libres. On les “passe de I'autre coté’
a11x1 + aiexy + - - + 15,25, = bl — (11jr+1$jr+1 — T Q1pTp
a2j2$jz + -4 agjrfﬂjr = b2 — a2j7‘+lxj7‘+1 — e — aszp
rj, &g, = br = Qrj, Tjo41 =0 = Arplp
~+ Le systeme admet une infinité de solutions, une pour chaque (p—7)-uplet (z; _,,,...,x,) possible.
Exemple 3

Considérons a nouveau le systéme :

—x1 + 2z + bxy, = 3 T = 2x9+5x4—3 T = 2+4x4
x2 — 33 = 0 > a9 = 33 = a9 = 75—2”04
6xrs + Ty = 5 T3 = 5—% T3 = 5—6x4

~ Pour chaque x4 € R, on obtient donc une solution du systéme. Il y a donc une infinité de solutions, et

I’ensemble des solutions est
5— 5—
S:{<2+4$4, 2.734’ x4,$4),$4€R}

6

~» Par exemple‘ C 5 5 5 ) ‘ et ‘ C 5 5 5 ) ‘ sont des solutions.




Pivot de Gauss

La méthode du pivot de Gauss, qui permet de résoudre tous les systémes linéaires, se base sur les évidences
suivantes :

» Quels que soient A, B, A", B/,

A=B A =D
/I __ / — —
A'=B A=B

» Sia#0,A=B <— aA=aB.

A=B A=B
A !/ — !/ _ !
A'=B A"+ XA =D+ \B

On en déduit qu’on peut appliquer les opérations élémentaires suivantes au systéme (S) pour obtenir un
systéme équivalent.

» l’échange de deux lignes :
» la multiplication d’une ligne par un réel non nul « :
» l'ajout & une ligne d’'un multiple d’une autre : | L; <= L; + AL;

L’algorithme du pivot de Gauss consiste & passer d’un systéme linéaire (S5) & un systéme échelonné équivalent
(Sg) en utilisant intelligemment les 3 opérations élémentaires.

» Pour tout réel A,

Pour cela, on utilise la premiére ligne (si a;; # 0, sinon on échange) pour se “débarrasser” des x; apparaissant
dans les lignes en dessous.

Puis on garde le z5 a la deuxiéme ligne et on s’en sert pour éliminer tous les xo sur les lignes 3,4, ...,n. On
élimine ainsi de plus en plus de variables.

Exemple 4 (Pivot de Gauss : exemple 1)

On considére le systéme :
3y + z 4+ 3t =1
T + Yy + 2z + t = 2
3z + =z = 4
2r - y + z — t 3

Résolution :



Exemple 5 (Pivot de Gauss : exemple 2)

Considérons le systéme

xr -+ Yy - z =
2v 4+ 3y — 4z =
z — 4dy + 3z = 2

Résolution :[1

Exemple 6 (Pivot de Gauss : exemple 3)

Considérons enfin le systéme a 4 équations et 5 inconnues

T + 223 + x4 + x5 = 2
201 + x2 + 3x3 — x4 4+ 25 = 0
—2r1 — o 4+ 3 — 3x4 + 225 = 1
3xr1 + 2o + x4 — x5 1

Résolution :F

1. Indication : Lo <— Lo — 2Ly et L3 < L3 — L1 ; puis L3 < L3 + 5Ls.
2. Indication : Lo < Lo —2L1,L3 < L3 +2Lq1,L4 < L4y — 3Ly ; puis Ly < L3+ Lo, L4 < Lqy — 2L2, puis L4 < L4 + Ls3.



Ensemble des solutions d’un systéme linéaire

Il y a donc trois cas possibles pour ’ensemble des solutions & d’un systéme d’équation linéaires (.S), qui sont
ceux qu’on a obtenu pour les systémes échelonnés :

1. Soit il n’y a aucune solutions : |S = 0 |;

2. Soit il y a une unique solution | S = {Xo} |;

3. Soit il y a une infinité de solutions, dépendant du choix de p — r inconnues libres z; ,...x;,_,.

L’ensemble des solutions est infini, et de la forme

p—r p—r
S = 01+Z>\1j$ij,...,cp+2)\pj$ij ,xil,...mipfrER
j=1 j=1

Systémes homogénes

Dans le cas particulier ou le second membre est nul (by = --- = b, = 0), on dit que le systéme est homogéne.
Un systéme homogene admet toujours au moins la solutions nulle 1 = --- =z, = 0. Il n’y a donc que deux cas
possibles :

» soit le rang du systéme est égal au nombre d’inconnues, et la (0, ...,0) est la seule solution ;

» soit le rang est strictement inférieur au nombre d’inconnues, et il y a alors, en plus de (0, ...,0), une infinité

de solutions non nulles.

En particulier, un systéme homogeéne qui a plus d’inconnues que d’équations a toujours une infinité de solutions.



Chapitre II - MATRICES

Introduction

Dans ce chapitre, on note K =R ou C, et on 'appelle ’ensemble des scalaires.

Motivation : Remarquez que, pendant la résolution d’un systéme linéaire, pour savoir quelle opéra-
tion faire, on ne s’intéresse pas aux inconnues (x1,...,,) mais seulement aux coefficients devant chaque
inconnue.

~ Les matrices vont nous donner une présentation plus efficaces des systémes, ot on ne garde que les
coefficients et le second membre.

Des systémes aux matrices

Définition 1

Etant donné un systéme linéaire

1171 + Q1222+ A1pTp = b1
(5)4:
Ap1T1 + Qp2T2* + AppTp = by,
on appelle respectivement matrice des coefficients de (S) et matrice augmentée les tableaux de
nombres

a1 ai2 co. Q1p a1 c.. Q1p bl

nl Gp2 ... Gpp np1 - Qpp | by

On peut alors résoudre le systéme en appliquant les opérations élémentaires aux lignes de la matrice
augmentée :

1 1 -1]1 r + Yy - z =
2 3 43 2c + 3y - 4z =
1 -4 3|2

r - 4y + 3z = 2
L2<—L2—2L1,L3<—L3—L1

1 1 -1]1 x + y - z =1

0 1 -2|1 y - 22 = 1

0 -5 4|1 - by + 4z = 1
L3<—L3+5L2

1 1 =111 T + Yy - =z =

01 -21 y - 2z = 1

00 6|6 - 6z = 6



On peut faire la remontée avec ces mémes opérations :

1 1 -1/1 x + y - =z =1
01 =211 y - 2z =
0 0 -6/6 - 6z = 6
1
L3<——6L3
1 1 -1]1 r + y - z = 1
01 -2 1 y - 2z =
00 1]-1 z = -1
L2 <—L2 +2L3,L1 <~ L1 +L3
11 0]0 r + 0y = 0
01 0f-1 y = -1
0 0 1]-1 s = -1
L1<—L1—L2
1 0] 1 x = 1
01 0]-1 y - 1
0 1|-1 s = 1

Définitions et régles de calcul

Définition 2

Une matrice A de taille n x p est un tableau de scalaires a n lignes et p colonnes :

H:

Ay Ouz - S
: = <0‘cﬂ4_ccsn

: 2 Asisp
Ong - = 7= Gnp L nowmirde 22s Qigw
— 3 col
P Colonner

ott a;; € K pour tous i, j.

On note M,, ,(K) I'ensemble des matrices de taille n x p a coefficients dans K.
Si n =p on note M,,(K) = M,, ,(K).

Exemple 3

A= E./\/lz)g(]R)7 B = EMg((C)

Définition 4

Deux matrices A et B sont égales si elles ont méme taille n x p et mémes coefficients :

Vie {1,...,71},Vj€ {1,...,p},aij Zbij.




Opérations de base

Définition 5

» Soient A, B € M,, ,(K). Leur somme C = A+ B est la matrice de taille n x p définie par
Cij = Qij + b”

» Soient A € M,, ,(K), A € K. On note AA la matrice de M,, ,(K) dont les coefficients sont Aa;j,
1<i<n,1<j5<p.

Exemple 6

A+B-=

Notation 7

Soit A e M,, ,(K).
» On note 0,, , la matrice de M,, ,(KK) dont tous les coefficients sont nuls.
» On note —A la matrice (-1) - A et on I'appelle 'opposé de A.
» On note A- B=A+(-B).

Proposition 8 (Propriétés peu surprenantes)

Soient A,B e M,, ,(K), \,peK. On a :
1. Associativité : A+ (B+C)=(A+B)+C;
2. Commutativité : A+ B=B+ A;
3. A+0pp=A, A+ (-A)=0pp;
4. Distributivité : (A + u)A =AA+ puA, A(A+ B) = AA+ \B.

Produit matriciel

L’opération de produit matriciel est un peu plus complexe : elle ne se borne pas a multiplier les

coefficients entre eux.

de

On verra toutefois que c’est en faisant comme cela qu’on peut appliquer les matrices & un grand nombre
problémes.



Etape 1 : Produit ligne-colonne

by

Soit A = (ai,...,ap) € My ,(K) et B = ( : ) € M, 1(K). On définit le produit de A par B par
bp

p
AB = (a1b1 + ...+apbp) = (Z akbk) EMl(K) ~ K.
k=1

Exemple 9
3
-1 1
A=(1 2 1 1), B=[,1, C—(2),
1
alors AB :‘ ‘, mais AC n’est pas défini.

~ Une équation linéaire est le produit d’une matrice-ligne de coefficients par une matrice-colonne
d’inconnues :

€
a1x1+a2x2~--+apxp:b<:>(a1 ap)~(5):b

Lp

Etape 2 : Produit matrice-colonne

Soient A € M, (K),B € M, 1(K). Alors le produit AB est la matrice colonne C € M,, 1(K) dont le
coefficient sur la i-éme ligne est le produit de la i-iéme ligne de A par B :

A = C

§ L I' gﬂ - & 2
D | o
= ( :
C . . — ] g
V\Ome - < - oo oy 5,, v
a caQom.eD L lo
2 ik
- 0. LA - ‘R TR
C.= byt avrlo}o o
Exemple 10
1 -1 2
-2 3 0 1
A= 0 1 1 e My (R), B=|-1]eM;1(R)
-3 0 1 !

nous donne




~ Un systéme linéaire est donc représenté par le produit de la matrice des coefficients par la matrice-colonne
des inconnues :

1121+ +a1pTp = by ar ... aip\ (71 by

: — | : : =]

Ap1T1 +- + a’ﬂ/p‘rp = bn an1 e anp .fL‘p bn

Etape 3 : Produit matrice-matrice

Soient A € Mn,,p (K)7 Be MI’; (K)

Le produit C' = AB est la matrice de taille n x ¢ telle que Cj; est le produit de la ¢-iéme ligne de A avec
la j-iéme colonne de B :

CoQom,eﬁ
b/('b
ye |
Q.)?_—; colome_| >
a_ '
R o
12 Ccoomen TR
¢ .
I
- § e & '
O B[ o - ¢
‘Q.M ----- ‘l‘ﬂ Tttt C|d~—’l..
<
\/ .
1
Autrement dit, pour 1<i<n,1<j<gq
P
Cij = ailblj + ...+ aipbpj = Z aikbkj. (1)
k=1
Exemple 11
1 2 3 1 2
A=12 3 4]leM;33(R),B=|-1 1|eM;-(R).
0 0 1 1 2
Alors
AB = € M37 (R)
Observation : En revanche, le produit BA n’est pas défini.

Produit matriciel et opérations sur les lignes

~ Les opérations sur les lignes d’un systéme sont représentées par des produits matriciels de la matrice
des coefficients avec certaines matrices, qu’on appelle les matrices élémentaires.



Echange de lignes : Considérons la matrice E15 € M4(R) définie par
01 00
1 0 00
E=1g 0 1 0
00 01

Alors, si on considére par exemple une matrice A € M4(R), on a

01 0 0 a; a2 a3z Qa4 b1 b2 bg b4

FioA = 0 0 0 b1 bg b3 b4 _ ay; a2 a3 Qa4
12 0 0 1 0 C1 C2 C3 C4 C1 Co C3 Cyq

0 0 0 1/\di do ds dy di dy ds dy

Tiens, au fait... Qu’est-ce que ¢a donne, AFE;5 7

Multiplication d’une ligne par a #0 : Considérons la matrice Ds(a) € M4(R) définie par

1 0 0 O

0 o 0 O

Dae)=fy ¢ 1 0

0 0 0 1

Alors, pour une matrice A € M4(R), on a

1 0 0 0 ay a2 a3 a4 al as as a4
_ 0 o 0 O b1 b2 b3 b4 _ (Xb1 Ozbg Oéb3 041)4
D2(a)A_ 0 0 1 0 C1 C2 C3 Cy4 - C1 Co C3 Cy
0 0 0 1/\d1 do ds dy di do d3 dy

Tiens, au fait... Qu’est-ce que ¢a donne, ADs(«v) ?

Ajout a une ligne de ) fois une autre : On définit T34(\) :

1 0 0 0
01 0 O
T34(>‘)_ 00 1 )\
0 0 0 1
Alors, pour une matrice A € M4(R), on a
1 0 0 O ay; a2 as a4 ajq as as a4
o1 0 oflen by by b| | B b bs by
T34()\)A_ 0 0 1 X Cl Cy C3 C4 - Cl+)\d1 02+)\d2 03+>\d3 C4+>\d4
0 0 0 1 di do dz dy dy ds ds dy

Tiens, au fait...

~ Résoudre un systéme revient & multiplier la matrice des coefficients par des matrices élémentaires,
jusqu’a obtenir une matrice échelonnée réduite :

1 % =*... *
0 1
0 0

()
o
O =
o x



Piéges du produit matriciel

A En général, le produit de matrices n’est pas commutatif :
» Il se peut que AB soit défini mais pas BA.

» Il se peut que AB et BA n’aient pas la méme taille.

1 2 3 1o
Contre-exemple : Soient A = ,B=|-1 0], alors
1 1 1 0 1

AB = est de taille I:], BA = est de taille I:]

» Il se peut que AB et BA aient la méme taille mais AB # BA :
. 5 -1 11
Contre-exemple : Soient A = (2 9 ),B = (2 0), alors

AB = BA =

A On peut avoir A # Onp, B #0p4 mais AB =0, :

. 0 -1 2 1
Contre-exemple : Soient A = (0 1 ),B = (0 0), alors :

AB BA=

A On peut avoir AB = AC mais B # C :

Contre-exemple : Soient A = (0 _1)7 B= (4 _1), C= (2 5)

0 1
. Alors

AB =

Proposition 12 (Ce qui se passe bien)

» Soit A e M,, ,(K), alors pour tout g €N, Ogp, - A =0gp, A-0pg = Opg.

> Associativiteé : Soient A ¢ My, ,(K), B € My4(K), C e My, (K). Alors| (AB)C = A(BC) |

» Distributivité 1 : Soient A € M,, ,(K), B,C ¢ M, ,(K). Alors ‘ A(B+C)=AB+ AC ‘

» Distributivité 2 : Soient B,C € M, ,(K), Ae M, ,(K). Alors ‘ (B+C)A=BA+CA ‘




La matrice identité
Définition 13

On appelle matrice identité de taille n, notée I,,, la matrice carrée

L=f - o | M (k).
0 ... 0 1

Ses coefficients sont notés ¢;; et sont donc donnés par :

lsii=j
dij = L
Osii+3

Proposition 14
Soit Ae M,, ,(K). Alors I,A=A et AI, = A.

Preuve :El

Puissances d’une matrice carrée

Définition 15
Soit A € M,,(K). On définit les puissances successives de A par

A% =1, AFt=AF. A

1. Indication : Puisqu’on a la formule de d;;, on peut utiliser la formule du coefficient 7,j du produit matriciel : c’est
I’équation



Exemple 16

6

Soit A = (_9

4
—6)' Alors

A? =

Montrer que A¥ =0 pour tout k > 2.

Remarque 17

Comme le montre exemple précédent, on peut avoir AP =0 mais A # 0.
On dit dans ce cas que A est nilpotente.

Formule du bindéme
Proposition 18

Soient A, B € M, (K) telles que AB = BA. Alors

p
VpeN, (A+B)P =3 (Z)AkB”‘k
k=0

Remarque 19

A Cette formule n’est pas vraie si AB # BA :

Contre-exemple : Soient A = (_69 —46) ,B= (? 8), alors

(A+B)2 =

A+B A+B

A?+2AB+B?= +2 +

A2 AB B2




Inverse d’une matrice carrée

Définition 20

Soit A € M,,(K). On dit que A est inversible s’il existe B € M,,(K) telle que AB = BA =1,,. On dit
que B est un inverse de A.

Proposition 21

Si A est inversible, son inverse est unique. On le note A™!,

Preuve : Soit A € M,,(K) une matrice inversible. Supposons qu’il existe deux matrices B et C telles que

AB=AC=1, BA=CA=I,

Montrons que B =C. Or, on a

ce

B =BI, = B(AC) = (BA)C = I,C' = C,

qu’il fallait trouver. O

Exemple 22

1. I, est inversible, d’inverse I,,.

3 -2
0 1

0630 ) 620 D))

1
2. A= (1 2) est inversible, d’inverse A~ = 3 (

0 3 ) En effet,

Remarque 23

A Toutes les matrices ne sont pas inversibles :
Déja, la matrice nulle ne I’est pas puisque pour toute matrice B € M, (K), 0-B =0 # I,,.

A 11 existe des matrices non nulles qui ne sont néanmoins pas inversibles.

Par exemple, la matrice A = (8 _11) n’est pas inversible. Si elle I’était, il existerait B = (i b)

Y Y

ce qui équivaut au systéme

telle que

=1

0

0 ~ impossible
=1

De plus si A était inversible, on aurait, pour tous B,C € M3 (R),

AB=AC = A"'AB=A"'AC=B=C
N~—— N~—
212 :Iz

et on a vu plus haut que ce n’était pas le cas.




Propriétés de l'inverse

Proposition 24

1. Soit A € M, (K) inversible, alors A™" est aussi inversible et | (A™*)™* = A|.

2. Soient A, B € M,,(K) inversibles, alors AB est inversible et | (AB)™ = B~ A™" |,

3. Soit A e M,,(K) inversible, alors pour tout p > 0, AP est inversible et ‘ (AP)t = (A™hHP |

4. Soient M,N ¢ M,, ,(K). Alors

» Soit C; € M,,(K) inversible, C;A=C1B = A= B.
» Soit Cy € M, (K) inversible, ACo = BCy = A= B.

Preuve :

Calcul d’inverse
Proposition 25

Soit A = (Z b) € M>(K). Alors, si ad —bc + 0, A est inversible et

d

Preuve : On calcule :



Cas général : méthode de Gauss
Soit A une matrice carrée inversible. On va calculer son inverse comme suit :
» On écrit la matrice identité I,, a droite de A :

a1 . A1n 1 0
Ani  * Qpn | 0 o 1

» On applique des opérations élémentaires sur les lignes de cette matrice augmentée jusqu’a obtenir
1 - 0] by - bin
0 « 1|bp1 - bun

» On a alors B= A"

Les opérations élémentaires sont les mémes que pour les systémes linéaires :

» Echange de lignes L; < L;

» Pour a#0, L; < al;
> POuI‘AEKth#i, Li<—Li+)\Lj.

~ On les applique de fagon a se ramener & une matrice triangulaire dans la moitié gauche de la matrice
augmentée ( < échelonnage de systémes linéaires), puis pour “remonter”.
Remarque 26

En fait, cela revient & multiplier A par des matrices élémentaires (celles vues lorsqu’on a fait le lien entre produit
matrice-matrice et résolution de systéme), jusqu’a ce qu’on ait un truc du genre

Ty2(=2) Do (~7)Tos(5)Tus(~1) Ds(2) Ts2 (37) Ta1 (1) Tor (-4) A = T,

et alors on a
T12(-2)D2(—m)T23(5)T13(-1)D3(2)T32(37)T31(1)T21(-4) 1 =AY

Exemple 27

1 2 1
Soit A=| 4 0 -1|. Calculons A™* par cette méthode :
-1 2 2




Application a la résolution de systémes

Un systéme linéaire & n équations et p inconnues :

111 + 1222+ Q1pTp = by

An1T1 + An2aT2 -+ AnpTp = by
peut se réécrire sous la forme AX = B avec

ail - aip 1 b1
A= , X=|:1], B=|:

an1 -+ Qnp Tp bn

Sin=p et si A est inversible, alors ceci équivaut & X = A7 B : il y a alors une unique solution au systéme.

Vocabulaire

Définition 28
Soit A e M, (R).
» On dit que A est triangulaire supérieure si tous les éléments au-dessous de la diagonale sont nuls :
1>7=a;;=0
» On dit que A est triangulaire inférieure si tous les éléments au-dessus de la diagonale sont nuls :
i1<j=aiy=0

» On dit que A est diagonale si tous les éléments en dehors de la diagonale sont nuls : i # j = a;; =0

ain a2 - aw\ far 0 - 0 air 0 - 0
0 a2 =* : az  aze . i 0  a :
: : P : 0
0 0 Unn an1 Ann 0 0 Ann
Triangulaire sup Triangulaire inf Diagonale

Définition 29

Soit A € M,, ,(K). La transposée de A, notée ' A, est la matrice de taille p x n dont le (i,5)-iéme coefficient
est Qji-. Ainsi,

ain - aip
a a aii a1 o an1
21 o 2 t .
A=| "7 . Pl=>"A=
’ ’ A1p QAn-1,p Qnp
anl1 ** Qnp
Exemple 30
3
t
A=11 =5|, ta-
-1 2

Proposition 31

1. "(A+B)="A+'B, ‘(MA) = XA

2. (A=A

3. "(AB) = 'B"'A (vérifiez que les tailles marchent bien!)
4. Si A est inversible, ' A aussi et (*A)™' =(A™").




Preuve :El

Définition 32
» Une matrice A est dite symétrique si ‘A = A.

» Une matrice A est dite antisymétrique si 'A = -A

Exemple 33

est symétrique, est antisymétrique.

Définition 34

Soit A € M,,(K) une matrice carrée. La trace de A est la somme des coefficients diagonaux de A

n
Tr(A)=a11+a22+ ...+ Gnn = Za“
i=0

Exemple 35

~
=
w o
TN ==
Ut 0 W
Lo
= o
|

-2 -4

2. Indication : Pour 1., d’aprés la définition [5] quels sont les coefficients de *A +*B7 de A'A?
Pour 3., utiliser la formule qui donne les coefficients de YA et la formule du produit matriciel .
Pour 4., en utilisant (3.), calculer *A*(A~1) et *(A71)tA.



Proposition 36

] Soient A, B e M,(K), AeK. On a :
1. Tr(A+ B) =Tr(A) + Tr(B), Tr(AA) = \Tr(A)
2. Tr(*A) = Tr(A)
3. Tr(AB) =Tr(BA)

Preuve :El

Petit exercice : Calculer la transposée et la trace des matrices croisées dans ce chapitre (quand elles existent !)

3. Indication : Pour 3., utiliser la formule qui donne (AB);;, pour obtenir les (AB);.






Chapitre III - ESPACES VECTORIELS

Dans ce chapitre, on note K=R ou C.

Motivation

Sur des objets mathématiques trés différents, on peut effectuer des opérations similaires :
1. Polyn6mes :

On note R3[ X ] ’ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a 3.
> On peut sommer deux polynémes de degré 3 :

P-= a0+a1X+a2X2 +CL3X3, Q =b0+b1X+b2X2+b3X3
~ P+Q = (ao +bo) + (a1 +b1)X+ (CL2 +bg)X2+ (a3+b3)X3

> On peut multiplier un polynéme de degré 3 par un réel A :

P=ap+a1 X +asX?+a3X3 NeR
~ AP = )\CLO + )\alX + )\CLQ)(2 + )\CL3X3

2. Vecteurs du plan R? :

! 4
\\\ l
\\\ l
\\ l
3K, 3 /
\\ /
\\\ , i —
s, /72U
2 A Y
U | 2 ,,
/
/
= 1 /
v 1 /
/
!/
3 -2 -1 0 1 !
-1 0 1 2
.

On peut additionner deux vecteurs @ et ¥ peut multiplier un vecteur # par un

scalaire \.



3. Matrices de taille n x p : Par exemple, dans M3 2(R)

» On peut sommer deux matrices 3 x 2 :

ail a2 bi1 bi2 ai1 +bi1 a2 + b2
A=laar ax|, B=|ba bxa|, A+B=|ax +b az+bxp
asy as2 b31 b3z azy +b31  azz + b3

» On peut multiplier une matrice 3 x 2 par un complexe A :

ail a2 Aair Aaiz
A= asz1 a2, AeC ~)NA= )\agl )\CLQQ
azy ase Aaz1r  Aagz

Mais ce n’est pas tout ! On peut aussi faire ce type d’opérations sur les fonctions R - R (un ensemble
qu’on note R®) ou I - R, ou I —» R2 les suites de réels (qui forment Pensemble RY)...

Propriétés communes a toutes ces opérations

Pour chacun de ces ensembles F,
(A1) (Associativité) Vu,v,we E,(u+v)+w=u+ (v+w);
(A2) (Element neutre) Il existe un élément Og € E tel que

Vue F,u+0p =0 +u = u;

(A3) (Opposé) Chaque élément u € E a un opposé :

VueE,3u' e BE,u+u =0g;

(A4) (Commutativité) Yu,v e E,u+v =v + u.

)
(M1) Pour tout ue F, 1-u=u;

(M2) Pour tous A\, u e K, (Ap)u=A(p-u)

(M3) Pour tous A, p € K, pour tout w e E, (A + p)u = Au+ pu;
(M4)

M4) Pour tout A € K, pour tous u,v € E, A(u+v) = Au+ Av.

~ Les ensembles F sont trés différents, mais les opérations u+v et A-u ont des propriétés similaires.

1. Plus généralement, si F; et E2 sont deux espaces vectoriels et A ¢ Fq n’importe quel sous-ensemble, alors I’ensemble
des fonctions A — E5 est un espace vectoriel



Espaces vectoriels : définitions

La mathématique est 'art de donner le
méme nom 4 des choses différentes. Quand le
langage a été bien choisi, on est tout étonné
de voir que toutes les démonstrations, faites
pour un objet connu s’appliquent
immédiatement a beaucoup d’objets
nouveaux. On n’a rien & y changer, pas
méme les mots, puisque les noms sont
devenus les mémes.

Henri Poincaré
Science et méthode
Définition 1
Un K-espace vectoriel est un ensemble FE + @ muni de deux opérations
» Une addition interne (u,v) € Ex E — u+v € E qui vérifie les propriétés (A1), (A2), (A3), (A4);
» Une multiplication externe (\,u) €e Kx E'— Au € E qui vérifie (M1), (M2), (M3), (M4)

Les élements de E sont appelés les vecteurs, les éléments de K sont appelés les scalaires.
L’élément O est appelé le vecteur nul et 'opposé d’un vecteur u € I/ est noté —u.

Exemples fondamentaux

1. R ={(x,y),z eR,y e R} est un R-espace vectoriel :
» L’addition sur R? est donnée par
V(z,y), (2'y') € R%, (z,9) + (2'y') = (e + 2",y +y)
» La multiplication externe est donnée par

V(z,y) eR%, VA e R, \(2,9) = (\z, \y)

» Le vecteur nul est Og2 = (0,0).

» Lopposé d'un couple (z,y) est (—z,—y).
~ On vérifie que ces deux opérations vérifient (Al), (A2), (A3), (A4), (M1), (M2), (M3), (M4).
2. De méme R" = {(z1,...,2,),2; € R Vi=1,...,n} est un R-espace vectoriel :
» L’addition sur R" est donnée par
(T1,.an) + (2, 2h) = (o + 2, o + 200)

» La multiplication externe est donnée par

Mxy, .oy zn) = (Azq, ..oy Axy)
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T 0 ! )\ ? - 0 } 2 3
T v z x! z -+
» Le vecteur nul est Ogn = (0,...,0).
» L’opposé de (x1,...,25) est (—x1,...,—xy,).

~ On vérifie que ces deux opérations vérifient (Al), (A2), (A3), (A4), (M1), (M2), (M3), (M4).

3. L’ensemble M,, ,(K) est un K-espace vectoriel : I'addition et la multiplication par un scalaire
M, »(K) sur ont été décrites au chapitre 2, et on a aussi introduit la matrice nulle 0, , et 'opposé
—A d’une matrice A e M, ,(K).

A L’ensemble de toutes les matrices n’est pas un espace vectoriel : on ne peut pas sommer
1 2 ¢ 2 6 8 9 26
3 158) “\1 45 2 6
4. L’ensemble K;[ X ] des polynomes de degré < d a coefficients dans K est un K-espace vectoriel :
» L’addition sur K4[ X ] est donnée par
d d d
Z aka + Z kak = Z(ak +bk)Xk
k=0 k=0 k=0
» La multiplication externe est donnée par
d d
A Z aka = Z()\ak)Xk
k=0 k=0

» Le vecteur nul est Og,[x]=0+0X +...+ 0Xx<.
A Ne pas confondre le réel 0 et le polynéme nul, qui est un polyome!

» L’opposé de P = Zz=0 arXF=ag+a1 X +...+agX% est —-P = Zﬁzo(—ak)Xk =—ap-a1 X —...—
d
adX .

5. L’ensemble R® des fonctions R - R est un R-espace vectoriel :
» L’addition sur R¥ est donnée, Vf,g:R - R, par

f+g:xeRw f(x)+g(x)eR



» La multiplication externe est donnée VAeR, Vf:R - R par
AMizeRe Af(z)eR

» Le vecteur nul est la fonction constante nulle Ogr : x e R = 0 e R.
A Ne pas confondre le réel 0 et la fonction nulle , qui est, eh bien, une fonction !

. /’// \\
74 N
/ \ ,
/- \\ ////
-/ iy d s / \\\\\\7 / /
/ \\ /'/‘
Premiéres propriétés
Proposition 2 (Propriétés de base)
Soit E un K-espace vectoriel, on a
1. Vue E,0-u=0g. 3. YueE, (1) u=-u.
2. VAeK, A0 =0g. 4 M=0 < A=0o0uu=0g

Preuve :



Sous-espaces vectoriels

Question : Quels sous-ensembles de E sont, eux aussi, des espaces vectoriels ?
Définition 3
Soit E un K-e.v. On dit que F c E est un sous-espace vectoriel de E si

1. F*g, 2Vu,ve F,u+velF, 3. Vue F,YAeK, AuekF.

Ainsi les opérations sur F se restreignent a F :
FxF—>F KxF—F

(u,v) > u+v (A u) = \u

~ F', avec ces deux opérations, est alors un K-espace vectoriel.

Proposition 4

Soit E un K-e.v. et F' c E un sous-espace vectoriel. Alors Og € F.

Preuve :

Proposition 5

Soit E un K-e.v. et F'c E. Alors F est un sous-espace-vectoriel ssi
(a). 0Op e F' (b). Vu,ve F, YAeK, u+veF

Preuve :El

2. Indication : On le fait par double implication.



Exemple 6

1. {Og} est un s.e.v. de E.

A Ne pas confondre : {0} # @!
2. F={(x,y) e R%, 22 + 3y =0} est un s.e.v. de R%. En effet,
» Opz2 =(0,0) vérifie 2*0+3 % 0=0 donc Og2 € F.

» Soient uy = (x1,y1),u2 = (x2,y2) € F,\ e K. Alors uy + Aug = (1 + A\xa, y1 + Ay2) vérifie

2($1 + )\(Eg) + 3(y1 + )\yg) = (2:1,‘1 + 3y1) +A (21’2 + 3y2) =0

=0 car uieF =0 car ugel’

donc uy + Aug € F.
~ I est un sous-espace vectoriel.
3. Soit A e M,,,(R). Alors I'’ensemble des solutions du systéme homogéne
H={XeRP,AX = Ogn}
est un s.e.v. de RP. En effet :

» Orp vérifie AOrp = Ogpn donc Ogp € H.
» Soient X, X' € H et \e H. Alors

A(X +AX") = AX + AOX) = AX + MAX' = Ogn + AOgn = Ogn,
donc X + X' e H.

~ H sous-espace vectoriel.

Exemple 7 (Contre-ezemples)

1. P={(z,y,2) e R3,x +y+ 2 =3} n'est pas un sous-espace vectoriel de R puisque Ogs ¢ P.

Remarque : P ne vérifie pas non plus 'autre propriété : prenons u = (1,1,1),v = (0,0,3) et
A=2.

~ueF: VraiO FauxO;veF: Vraio Faux O; u+2v e F': Vrai O Faux O.

2. A={(z,y) eR%,z <y} nest pas un s.e.v. de R%. En effet, pour u = (-1,1),A =1 :

ueA: Vraio Faux 0O; Au€ A: Vrai O Faux O.




Opérations ensemblistes et s.e.v.

Proposition 8

Le complémentaire d’un s.e.v. n’est jamais un s.e.v.

Preuve :E|

Proposition 9
Soient F,G deux s.e.v. d’'un K-e.v. E. Alors F nG est un s.e.v. de E.

Preuve :

3. Indication : Quel élement doit contenir tout s.e.v. qui se respecte 7



Exemple 10

Considérons, dans R?,

D={(z,y,2) eR® x+3y+z=0et z+y+22=0}
={(z,y,2) eR®, 2 +3y+2=0}n{(z,y,2) e R, z +y +22 =0}

P1 P2

Alors Py et P, sont des s.e.v. de R :

~ donc D est un s.e.v. de R3.




A En revanche, I'union de 2 s.e.v n’est généralement pas un s.e.v.

Exemple 11 (Contre-exemple)
F={(l’,y)€R2,$=0}, G={(J,‘,y)ER2,y=O}

-06 -04 -02 0

Prenons u = (0,1),v = (1,0), alors

ue FUG: Vraio Faux O;ve FUG: Vraio Faux O; u+v e FUG: Vrai 0 Faux O.

Somme de s.e.v.
Définition 12

Soient F,G deux s.e.v d’'un K-espace vectoriel E. On appelle somme de F et G le sous-ensemble

F+G={u+v,ue F,uve G} cE.

Exemple 13

F={(z,y,2) eR’,y=2=0},
G={(z,y,2) eR® z=2=0}.
~ Montrer que F + G = {(x,y,2) € R% 2z = 0}.




Proposition 14

1. F+G est un s.e.v. de E.
2. F + G est le plus petit s.e.v. de E qui contient F'uUG.

Preuve :

Somme directe

Définition 15

] Soient F,G deux s.e.v. de E. On dit que F et G sont supplémentaires, ou en somme directe, dans I, si
» FnG={0g}
» F+G=E.

On note alors £ = F & G.




Proposition 16

Soient F,G deux s.e.v. de E, alors

E=F&G < Vwe E, il existe un unique couple (u,v) € F x G

tel que w =u +v.

Preuve :

Remarque 17

Plus généralement, si I, ..., F}, sont des s.e.v. de E, on dit que E est somme directe de F,..., F} si pour
tout vecteur w € E, il existe un unique k-uplet (vy,...,v;) € Fy x ... x Fy, tel que w =v1 + ...+ vg.
Exemple 18

On considere les s.e.v. de R? suivants :
F={(z,y) eR*z=0}, G={(z,y)eR*y=0}, G ={(z,y)eR*z=y}

AlorsR2=F &G et R?=F o G'. En effet :




Sous-espace vectoriel engendré

Définition 19 (Combinaison linéaire)

Soient uy,...,up,v des vecteurs de E. On dit que v est combinaison linéaire de u.,...,u, s’il existe p
scalaires A1, ..., )\, tels que
V=AU AR,

Exemple 20

1. Dans R?,
2 1 0
()-20)- )
donc (2,3) est combinaison linéaire de (1,1) et (0,1).
2. Dans Ry[X], le polynéme P(x) = 3z% + 4z + 1 est combinaison linéaire de Py(z) = 1, Pi(z) = x et

Py(z)=2%:
P:P0+4P1+3P2

Lien avec les systémes

Considérons un systéme linéaire :

x o+ 2y = by
(5)3 2z + Vmy = by
xr + 3y = bg
On note , v =(2,m,3) et w=(by,bs,bs). Alors (S) équivaut a xu + yv = w.

~ Le systéme a des solutions si, et seulement si; le vecteur w € R? est combinaison linéaire des vecteurs u et v.
Proposition 21
Soit {v1,...,v,} c E. Alors

» ’ensemble des combinaisons linéaires des v; est un s.e.v. de

» c’est le plus petit s.e.v. qui contient {vy,...,v,}.
On note cet ensemble Vect(vy,...,v,) et on Pappelle le sous-espace vectoriel engendré par vy, ..., v,.
On a donc u € Vect(vy,...,v,) <= IA1,..., A, e K tels que u = A\jovg + ...+ Ayup.

Définition 22

Plus généralement, si A c E alors

Vect(A) ={veE,IN,...,. \,eK T ay,...,an€c A,u=X a1 +...+ \pan}

est un s.e.v., et c’est le plus petit s.e.v. qui contient A.




Preuve de la proposition
Notons F' I’ensemble de toutes les combinaisons linéaires de vq,..., v, :

F={ueE I, ..., \neKu=X o1 +...+ \yv,}
On va montrer que
1. F est un s.e.v.

2. Si G c E est un s.e.v. contenant {vy,...,v,}, alors F' c G,



Exemple 23
Dans E =R3, prenons vy = (1,0,3),vs = (-1,1,3). Déterminer Vect(vy) et Vect(vy,vy).

4
3

2

-2




Chapitre IV - BASES ET DIMENSION

Introduction

Dans ce chapitre, comme toujours, K = R ou C est ’ensemble des scalaires, et E désigne un espace

vectoriel sur K.
A la fin du chapitre III, on a introduit la notion d’espace vectoriel engendré Vect(vy,...,vp).

Si E = Vect(vi,...,vp), alors tout vecteur de E est une combinaison linéaire de vq,..., v :

VueE, 3A,..., 0 eKP t.q. u= o1 +...+ A\pup

~ Dans ce cas, pour montrer une propriété sur E, il suffit souvent de le faire sur les (v1,...,vp), qui

sont en nombre fini.
Dans ce chapitre, on verra donc :

» Quelles familles de vecteurs engendrent F 7
» Comment choisir la plus petite famille possible 7

» Quel rapport avec la notion de dimension ?

Familles génératrices
Définition 1
Une famille de vecteurs F c E est dite génératrice si E = Vect(F). Autrement dit :

VoeE, 3(A1,...,Ap) €eKP, Juq,... v e F

t.q. v =Avp + -+ ApUp.

Si E admet une famille génératrice finie, on dit que E est de dimension finie.

F si F = Vect(vy,...,vp).

Si F' c E est un sous-espace vectoriel, on dit que {v1,...,vp} ¢ F est une famille génératrice de

Meéthode : Pour montrer qu'une famille finie {v1,...,v,} est génératrice, il suffit de montrer que
E c Vect(v,...,vp) (l'autre inclusion est toujours vraie).
On prend donc v € E quelconque, et on cherche des scalaires (\;);=1..p tels que v = Zle Aiv;.

Exemple 2

1. {61 = ((1]) ,e9 = ((1))} est génératrice dans R? : si (;) € Rg, alors

1 0
(5) i x(O) +y(1) Toe e eet(er, )



1 0 1 L .
2. {61 = (O) ,€9 = (1) ,U3 = (2)} est aussi génératrice :

(:;) = ey + yeo + 0vg € Vect(eq, ez, v3).

mais aussi

(;;) =0ep + (y — 2x)62 + xv3 € Vect(61, 62,1}3).

Par exemple :

() ) ()

3. {m = (1) , U9 = (_11)} est génératrice dans R? :

1 1 1
4. {f1 = (0) ,fo= (1)} n’est pas génératrice dans R®. En effet, u = (0) ¢ Vect(f1, f2) :
1 0 0



Entrainement 3

En revanche, {fi, fo} est une famille génératrice de F = {(z,y,2) eR3, x -y -2z =0} :

Méthode : Dans R™, pour montrer I’existence (ou la non-existence!) des scalaires (\;), on se rameéne
A un systéme d’équations linéaires.

Moralité : On apprend de ces exemples :
» Qu'un méme espace vectoriel peut avoir plusieurs familles génératrices différentes.

» Que toute famille qui contient une famille génératrice est génératrice : on peut toujours ajouter
des vecteurs avec un coefficient 0.

» Que pour une méme famille génératrice (v1,...,v,), un vecteur donné peut avoir plusieurs décompositions
en combinaison linéaires des (v;).
Questions :
» Comment repérer les vecteurs en trop 7

» Peut-on choisir la famille génératrice de fagon & avoir une unique décomposition pour chaque vecteur ?
Proposition 4
Soit {v1,...,v,} une famille génératrice telle que v, soit combinaison linéaire de vy, ...,vp-1.

Alors {v1,...,vp_1} est encore génératrice.

Preuve :



Exemple 5
. . . 1 0 1 9
Reprenons la famille génératrice { ey = ol€2=11)v3=1|5 de R~.

Alors on a d’une part vs = (;) = I:L donc R? = Vect(ey, ez,v3) = Vect(eq, e2).

Mais aussi ej = ((1)) = I:] donc R? = Vect (e, e2,v3) = Vect(ea, v3).

On sait maintenant enlever les vecteurs inutiles. Mais comment savoir quand s’arréter ?
— Y a-t-il une condition simple qui garantisse qu’aucun v; n’est combinaison linéaire des autres?

On va voir que c’est la notion de famille libre qui répond a cette question.

Familles libres

Soit {v1,...,vp} une famille génératrice de R™. Remarquons que, si un des vecteurs (disons v;,) est combinaison
linéaire des autres, alors on a

Viy = )\1’01 + ...+ )\1'0_1’1)1‘0_1 + >\i0+1vi0+1 + ...+ )\pvp

donc
Al’Ul + .0+ Aio—lvio—l — Vg, + )\7;0+11)Z‘0+1 + ...+ )\p’Up = OE

~ (A1y o Aig=1, =1, Aig+1, - - -, Ap) est une solution non nulle du systéme homogéne

T1V1 + oo+ Tjp-1Vip-1 + T Vi + Tig+1Vig+1 T ... T TpUp = OE
~ S’il y a des vecteurs “en trop” alors ce systéme homogéne a des solutions non nulles.

— On va voir que la réciproque marche aussi.

Définition 6

Une famille de vecteurs {v1,...,v,} c E est dite libre si

()\1U1+...+)\p’l)p:0E) A ()\1 :"':)‘p:O)'
Une famille qui n’est pas libre est dite liée. Donc, {v1,...,v,} est liée ssi il existe A1 ..., \, non tous nuls tels
que Y. \jv; =0g.

A Ne pas confondre “non tous nuls” et “tous non nuls” : Si par exemple A\; = 0 et Ay = 137.9 alors les \; sont
non nous nuls, mais il ne sont pas tous non nuls.

Méthode : Pour savoir si une famille est libre, on suppose que
)\1U1+...+)\p’l}p =OE

En général, en utilisant les coordonnées des v;, cela signifie que les scalaires A; sont solutions d’un systéme
linéaire homogéne.
~ 1l s’agit alors de vérifier si (0,...,0) est, ou non, la seule solution de ce systéme.

— Si oui, la famille est libre;

— Si non, alors le systéme a une infinité de solutions, et donc pour 'une de ces solutions, au moins 'un
des \; est différent de 0, autrmeent dit les A; sont non tous nuls. Donc la famille est liée.




Exemple 7

1. {vl = (1) Vg = (_11)} est libre dans R? :

2. {Pi(X) = X?-3,P(X) = X +2} est une famille libre de Ry[X] : Soient A\;,\y tels que \;P;(X) +

)\QPQ(X) = ORQ[X]? ie.
)\1X2 + AQX - 3)\1 + 2)\2 = OR2[X]

A Ne pas confondre le polynome nul O, [x] et le réel 0! Ici, il ne s’agit pas de déterminer les racines
de A1X2 + )\QX - 3A1 + 2A2

3. {el = ((1)) N ((1)) ,U3 = (;)} n’est pas libre :

Proposition 8
1. Soit v € E quelconque. Alors la famille {v} est libre ssi v # 0.
2. Soient u,v € E. Alors la famille {(u,v)} est liée ssi u et v sont colinéaires.

3. Toute famille qui contient Og est liée.




Preuve :

Proposition 9

Soit p > 2. Une famille # = {v1,...,v,} est liée ssi au moins I'un des v; est combinaison linéaire des autres.

Preuve :

Remarque 10

Intuitivement, donc, si on part d’une famille génératrice, on peut enlever des vecteurs jusqu’a tomber sur une
famille libre. A ce moment-la, la contraposée de la proposition précédente dit qu’aucun des vecteurs restants
n’est combinaison linéaire des autres.



Bases
Définition 11

Une famille & = (vy,...,v,) de vecteurs de E est une base de F si elle est a la fois libre et génératrice.

Si F c E est un s.e.v., une famille (v1,...,v,) est une base de F si elle est libre et si F' = Vect(vy,...,vp).

Proposition 12

Soit # = (v1,...,v,) une base de E. Alors, pour tout vecteur v € E, il existe un unique n-uplet de scalaires
(A1y-.5An) € K™ tel que
V=AUL+ ...+ A0

On dit que le n-uplet (A1,...,\,) € K" sont les coordonnées de v dans la base 2.

Remarque 13

Pour que les coordonnées soient uniques, on choisit un ordre sur les vecteurs de B. Ainsi, pour n = 2, {vy,vq}
et {vg,v1} sont la méme famille, mais (vy,vs) et (va,v1) sont des bases différentes.

() -00) 1) () <(0)

Donc les coordonnées de (3,1) dans la base ((1,0), (0,1)) sont (3,1), et les coordonnées de (3,1) dans la base
((0,1),(1,0)) de R? sont (1,3)

Par exemple, dans R?

Preuve de la proposition :

Exemple 14

1 0 . . .
1. |e = ol-e2=1; est une base de R%. On a déja vu que c’est une famille génératrice; montrons

qu’elle est libre. Supposons que Aie1 + Ages = Ogz, autrement dit

) )-2)-) = o

donc (ey,ez) est une base de R?.

~ Dans cette base, les coordonnées de (x,y) sont... (z,y).




~ Comme cette base nous donne des coordonnées particuliérement simples, c’est celle qu’on va utiliser
par défaut : on I'appelle la base canonique de R?.

1 0 0 x
2. Deméme, |e1 =|0],ea=|1],es=|0]|]| est une base de R? et dans cette base, les coordonnées de | y
0 0 1 z
sont (x,y,z) :
1 0 0
1 0 .
3. Plus généralement, |e1=|.|,ea=|.|,---,en=]. est une base de K", appelée base canonique
0 0 1

de K™.

4. On a vu que (vl = (}) , U = (_11)) est une famille libre et génératrice.

~ (v1,v9) est une base de R?. Soit u = (x,y) € R?, cherchons les coordonnées de u dans la base (vi,vs) :

-

Entrainement : Quelles sont les coordonnées de u dans la base (ve,v1) ?

5. (1,X,X?) est une base de Ry[X]. Dans cette base, les coordonnées du polynéme aX? + bX + ¢ sont
(a,b,c) :



Plus généralement (1,X,..., X™) est une base de R, [X], qu'on appelle base canonique de K, [X].
6. La famille ci-dessous est une base de Ma(R) :

1 0 0 1 0 0 0 0
(EH:(O O)’ElQ:(O O),E21=(1 O)’EQQ:(O 1))

7. F={(2,y,2) e R} 2 -y —2=0} = Vect((1,1,0),(1,0,1)). La famille % = ((1,1,0),(1,0,1)) engendre

F'. Montrons qu’elle est libre :

Existence de bases

Question : Etant donnée une famille libre ou génératrice, comment en déduire une base de E?

Proposition 15

Supposons que E soit de dimension finie, et soit ¢ une famille génératrice finie. Soit . une famille libre.
Alors il existe une sous-famille .% c 4 telle que £ U .% est une base de E

Remarque 16

L’idée est donc de “piocher” des vecteurs dans ¢4 et de les ajouter 4 £, en s’assurant 4 chaque étape que la
nouvelle famille est toujours libre (qu’on n’a pas introduit de vecteur “en trop”). Puisque ¢ est génératrice et
finie, au bout d’un moment, on aura pioché assez de vecteurs pour engendrer tous les autres.

Corollaire 17

Tout espace vectoriel de dimension finie admet une base.




Preuve de la proposition

On en déduit :

Théoréme 18 (Théoréme de la base incompléte)

Supposons que E est de dimension finie. Alors
» Toute famille libre de E peut étre complétée en une base de E.

» De toute famille génératrice, on peut extraire une base.

Preuve :
» Le premier point est une reformulation du théoréme précédent.

» Pour le second point : Soit ¢ une famille génératrice. Alors il existe g € 4 tel que g # 0. On applique alors
le théoréme précédent a la famille libre £ = {g} : cela donne une famille .7 c ¢ telle que .# U {g} soit une
base de E. O



Exemple 19

1
Considérons v = | 2| € R®. Comme v # Ogs, la famille ¥ = {v} est libre. Complétons-la en une base en
0
utilisant la famille génératrice
1 0 0
9 = €1 = 0 , €0 = 1 ,€3 = 0
0 0 1

Dimension d’un espace vectoriel

Il semble donc que les familles génératrices soient parfois trop “grosses” pour étre des bases, et les familles
libres trop “petites”.

La proposition suivante exprime cette idée en terme de nombre d’éléments :

Proposition 20

Soient . une famille libre et ¢4 une famille génératrice. Alors

Card(.%) < Card(¥).

Preuve :



Ce théoréme nous permet de montrer :
Théoréme 21
] Supposons que E admette une base a n éléments. Alors
» Toute famille libre de E a au plus n éléments;
» Toute famille génératrice de E a au moins n éléments ;
» Toute base de E a exactement n éléments.

On appelle dimension de E le nombre d’éléments des bases de E.

Preuve : Soit % une base de E a n éléments.
» Si % est une famille libre, puisque & est génératrice, on a par le théoréme précédent Card(.Z) < n.
» Si ¢4 est une famille génératrice, puisque % est libre, on a par le théoréme précédent Card(%4) > n.

» Si A’ est une base de E, alors elle est libre et génératrice, donc n < Card(#’) < n; autrement dit,

Card(#') = n. O
Exemple 22
1. On a vu que pour tout n,
1 0 0
0 1 0
€1 = , €2 = E y€n =
0 0 1

est une base de K". Donc .

2. On a vu que pour tout n, (1, X,..., X™) est une base de K, [X]. Donc‘dimKn[X] =n+1 ‘

3. Exercice : Montrer que pour tous entiers n, p, la famille (E;;)1<i<n,1<j<p des matrices dont les coefficients
sont

L si (i,7) = (k,1)

0 sinon.

(Eij )k = {

est une base de M,, ,(K). Donc ‘ dim M, ,(K) =np ‘
Indication : On a déja vu la base (E11, E1a, Eo1, E92) de Mo (K). Donc dim(Ms(K)) = I:]




Inversement, on a :

Proposition 23

Supposons que dim F = n. Soit % = (v1,...,v,) une famille & n éléments. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. F est une base de F ;
2. & est une famille libre;

3. .7 est une famille génératrice.

Preuve :
1) = 2), 1) = 3) découlent de la définition d’une base.

2) = 1) Soit % une famille libre & n éléments. Alors, par le théoréme de la base incompléte, il existe une famille
de vecteurs F' telle que # U’ soit une base de E. Mais alors Card(# u#') =n = Card(.F), donc F' ¢ F
et % est une base.

3) = 1) Soit .%# une famille génératrice & n éléments. ALors, par le théoréme de la base incompléte, il existe une
base £ telle que & c F. Mais alors Card(#) =n = Card(.%), donc & = F et F est une base. O

Méthode : Pour montrer qu’une famille & n éléments dans un e.v. de dimension n est une base, il suffit de
montrer qu’elle est libre ou génératrice. Dans la pratique, il est souvent plus simple de montrer qu’elle est
libre.

Dimension et sous-espaces vectoriels

On 'a vu, si F' est un sous-espace-vectoriel de (E,+,-), alors (F,+,-) est lui-méme un espace vectoriel. On
peut donc parler

» de famille génératrice de F : si F' = Vect(uy,...,ug), alors (ug,...,u) est une famille génératrice de F
» de base de F' : si F' =Vect(uy,...,ux) et si (ug,...,ur) est libre, alors c’est une base de F’

» de la dimension de F' : c’est le cardinal de ses bases.

A Convention bizarre A Si F' = {0z}, F est un s.e.v. mais aucune famille non vide de vecteurs de F n’est
libre, donc aucune n’est une base.

~ On considére donc que & est une “base” de F.

~ Si F={0g}, dimF = Card@ = 0.

A{OE}¢®!

Un résultat peu surprenant :

Proposition 24

Si F est de dimension finie, tout sous-espace vectoriel F' de F est aussi de dimension finie. De plus :
1. dmF <dimF
2. dim F' =dim F si et seulement si F' = E.




Puisque les sous-espaces vectoriels sont eux-mémes des espaces vectoriels, on en déduit :
Corollaire 25

Soient F,G deux sous-espaces vectoriels de E tels que F' c¢ G. Alors dim F' < dim G, et dimF' = dim G ssi
F=aG.

Meéthode : Pour montrer qu’un sous-espace vectoriel F' est égal & E tout entier, il suffit de montrer que
leurs dimensions sont égales.

Preuve de la proposition :

Exemple 26
Considérons F = Vect ((1,2,1),(1,1,0)) et G = {(m,y,z) eR3z—y+2z= O}. Montrons que F = G.




Somme et dimensions

Dans le chapitre précédent, on a introduit la somme de deux sous-espaces vectoriels F' et G, ainsi que la
décomposition de E en somme directe F & G. En termes de dimensions, on a :

Proposition 27

Supposons que E est de dimension finie, et soient F,G deux sous-espaces vectoriels. Alors

| dim(F +G) = dim(F) + dim(G) - dim(F n G) |

En particulier, si E = F & G,
dimE =dim F + dim G

Corollaire 28

Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de dimension finie E. Alors tout supplémentaire de F
est de dimension dim F — dim F'.

Preuve de la proposition :



Basede E=Faod

Si F se décompose de F'@ G, on peut construire des bases de E a partir de celles de F' et G :
Proposition 29

Les assertions suivantes sont équivalentes
1. E=Fed

2. pour toute base #r de F et pour toute base B de G, alors Br U Ba est une base de E.
3. il existe By base de F et B¢ base de G tq Br U B est une base de E.

Preuve : Onmontre |1=2=3=1

On procéde comme dans la preuve du théoréme précédent, avec cette fois F'n G = {0}.

On a montré que si Br = (v1,...,v,) est une base de F' et Bg = (w1,...,w,) est une base de G alors
(v1,...,Vg,W1,...,w,) est une base de F +G = E.

2=3| ...ca, ca va.

Soient B = (v1,...,v4) une base de F, B = (w1, ..., w,) une base de G. Alors, par hypothése (v1,...,vq, w1, ..., W)
est une base de E. Montrons que £ = F & G.

Exemple 30
Montrons que R3 = F @ G, avec :
F={(a,a,a) eR®: aeR} et G={(b+c,bc)eR*: bceR}.




Exemple 31

Ca marche dans les deux sens!

s On a vu que (v1 = (1),02 = (_11)) est une base de

R2. On en déduit que
R? = Vect((1,1)) @ Vect((~1,1))
={(z.y) eR*z~y =0} @ {(z,y) ¢ R*,x +y =0}

vy
et on a

+ p—
yvl + Ty
2

N~—— N~——
eVect((1,1)) €Vect((-1,1))

5 i) iy 0 v 1 2 Vu=(z,y) e R* u= U2




Chapitre V - APPLICATIONS LINEAIRES

Introduction

Dans ce chapitre (on ne change pas une équipe qui gagne), K =R ou C est ’ensemble des scalaires,
et E, F seront deux espaces vectoriels sur K.

Dans les deux précédents chapitres, on a étudié toutes sortes d’ensembles munis d’une structure
commune : celle d’espace vectoriel.

Question : Si F, F' sont deux e.v., quelles sont les applications f : £ — F qui “préservent” cette structure,
autrement dit, envoient une somme de vecteurs de E sur la somme correspondante dans F', et de méme
avec la multiplication scalaire ?

Dans ce chapitre, on verra donc :

» Qui sont ces applications ?
» A quelle condition sont-elles injectives, surjectives et bijectives?

» Que font-elles aux s.e.v? Aux familles libres ou génératrices ?
Aux bases de E7?

Applications linéaires
Définition 1
] Une application f: E - F est linéaire si :
1. Pour tous (z,y) € E?, f(z+y) = f(2) + f(y);
2. Pour tout x € E et pour tout A e K, f(Azx)=Af(x)
On note L(FE, F) I'ensemble des applications linéaires E — F.

Une application linéaire E — E est appelée un endomorphisme de E. On note L(E) ’ensemble des
endormorphismes E.

Proposition 2

Si f:E — F est linéaire, | f(0g) =0p |.

Preuve :

Proposition 3 (Une caractérisation utile)

Soit f: E — I une application.
Alors f est linéaire ssi pour tous (x,y) € E?, pour tous (\, i) € K2,

FQOz+py) =Af(x)+pnf(y) (1)




Preuve :El

Exemple 4

Soit ae € K, alors hy : x € E — ax € E est linéaire.
~ En effet, pour tous (z,y) € E? et (\, ) e K2 on a

Deux cas particulier notables :

» si a =0 on obtient I’application nulle Oz gy :x € E'~ 0.
Exercice important : Plus généralement, I'application x € E'— O € F' est linéaire. On la note Oz (g, r)-

» si =1 on obtient I’identité Idg: x € E — x € E.
Exemple 5
Soit A € M, ,(K), alors I’application

D :RP - R"
X AX

est linéaire : ® 4 (AX + pY) = A(AX +pY) = NAX + pAY.

1. Indication : Procéder par double implication! Cette preuve ressemble a celle de la proposition 5 du chapitre 3, qui
dit qu’ “un sous-ensemble F' c E est un s.e.v. ssi Og € F' et u+ Av € I pour tous u,ve F;, AeR”



Exemple 6
L’application f: (z,y,2z) e R3 — (2z +y,z +7) € R? est linéaire :

Exemple 7
L’application dérivation D : P e R[X ]~ P’ ¢ R[X] est un endomorphisme de R[X] :

Exemple 8
L’application transposée t: A € M, ,(R) »*A e M, ,(R) est linéaire :

Exemple 9 (Projection dans une somme directe)

Soient F1, Fy deux s.e.v. de E tels que E = Ey & FEs. Alors les projections
p:E=FE ek~ E ) p2:E=FE1&E>— E»
e

T =T1+Ty > 2T =21 +Ty > T2

sont linéaires.
Exemple-ception : On a vu que R? = Vect((1,1)) & Vect((1,-1)). Pour tout (x,y) e R? on a

zy z+y ([l . z-y (1
y 2 \1 2 \-1
On en déduit que les applications suivantes sont linéaires

pl:(w7y)€R2»—>m-’—y(l):(‘r-i_y7$+y)7
2 1
x

2
b2 (Z',y)G ind 9 -1 9 ) 9




Exemple 10

Soit E un K-e.v. et % = (v1,...v,) une famille de vecteurs. L’application
(M, ) € KP > 30 Njv; € E est linéaire.

Exemple-ception : Dans E = Ry[ X ], prenons les vecteurs Py (X) = X2, P(X) = X + 1. L’application
M) €R? > AX2 4 (X +1) e Ry [ X]
est linéaire.

Exemple 11 (Contre-exemples)

1. Soit xy € E un vecteur non nul. La translation t: x € E — x + xg € E n’est pas linéaire :

Exemple-ception :t:z € R~ x+1€R n’est pas linéaire.

2. L’application f: (x,y) € R? = (xy,y? - 2) € R? n’est pas linéaire :

3. L’application p:x € R+~ 2* — 1 € R n’est pas linéaire :




Composition d’applications linéaires
Proposition 12
Soient E,F,G 3 K-espaces vectoriels. Soient f € L(E,F) et ge L(F,G). Alors go f est linéaire.

Preuve :

Exemple 13
Soit A e M,,(R). On a vu que P4 : X e R" » AX € R" est linéaire. D’aprés la proposition,

Prody: X eR" > A2X e R"

est également linéaire.
A Par contre, Ae M,,(R) » A% e M,,(R) n’est pas linéaire (Montrez-le!).

L’espace vectoriel L(E, F)

Proposition 14

Soient f,g € L(E,F) deux applications linéaires, et soit A € K. Alors f+g: E - F et A\f : E > F sont des
applications linéaires.

Preuve :



Proposition 15

L(E,F) muni de 'addition interne (f,g) — f + g et de la loi externe (A, f) — Af est un K-espace vectoriel.

Preuve : On sait que ’ensemble des fonctions F — F' est un espace vectoriel. Il suffit donc de montrer que
L(E,F) est un s.e.v. Or

1. L’application constante égale & Op est linéaire;
2. Pour tous f,ge L(E,F), f+ge L(E,F);
3. Pour tout f € L(E,F), pour tout Ae K, A\f € L(E, F).
Donc L(E, F) est bien un s.e.v de lespace des fonctions F — F. O

Applications linéaires et sous-espaces vectoriels

Image directe
Proposition 16
Soit E' ¢ E un s.e.v. de E. Soit f e L(E,F). Alors f(E") ={f(x),z € E'} est un sous-espace vectoriel de F.

Preuve :

Définition 17
Soit f e L(E,F). L’ensemble f(E) est un s.e.v. de F, appellé itnage de f et noté Im(f).

Remarque 18

L’application f est surjective ssi Im(f) = F.

Exemple 19 (Exzemple important)

Soit A e My, ,(R) et D4 : X € RP » AX e R" Papplication associée. Un vecteur b = (b1,...,b,) est dans
Im(®4) ssi il existe x = (x1,...,2,) € RP tel que ® 4(x) = b, autrement dit

T bl a11T1 + -+ Q1pTp = b1
Al 2 =] | ie <

Lp bn Ap1%1 + + QppTp = by

Autrement dit, b € Im(® 1) ssi ce sytéme admet des solutions.




Exemple 20
On va déterminer I'image de 'application linéaire
f . R?) N R2
(z,y,2) = 2z +y,y+2)

Image réciproque et noyau

A Une notation confusante &

Soit f : X - Y une fonction (linéaire ou non) entre deux ensembles quelconques. Soit B ¢ Y un sous-
ensemble de I'espace d’arrivée. Alors on note f~1(B) le sous-ensble de X défini par

fH(B)={zeX, f(z) e B}

~ Contrairement aux apparences, cela ne suppose pas que f est bijective, et f~! ici ne désigne pas
la bijection réciproque de f!

Par exemple, si f: 2 € R+ 22 € R, alors f n’est ni injective ni surjective, donc pas bijective, mais on
peut néanmoins prendre le sous ensemble [—1,4] de ’ensemble d’arrivée R et calculer

FH-1,4]) = {z eR,z? e [-1,4]} = [-2,2]

(Vérifiez que cet exemple est clair pour vous!)

Proposition 21
Soit F' un s.e.v. de F et soit f € L(E,F). Alors f 1(F')={z € E, f(x) € F'} est un s.e.v. de E.

Preuve :



Définition 22
Soit f € L(E,F). L’ensemble f~1({0r}) est un s.e.v. de E, appelé noyau de f et noté Ker(f).

Proposition 23
f est injective ssi Ker(f) = {0g}.

Preuve : On proceéde par double implication :

Exemple 24 (Ezemple important)
Soit Ae M, ,(R), et P4 : X eRP » AX e R". Alors X € Ker ®4 ssi X est solution du systéme

T 0 a11x1+~--+a1pmp:0
Al =] ie {:
Tp 0 Ap1 %1+ + QppTp = 0
~ (’est un systéme homogene, il a donc au moins une solution X = (0,...,0).

» Si c’est la seule, alors Ker ® 4 = {Ors} et @4 est injective.

» Sinon, il y a une infinité de solutions, qui (comme on a vu au chapitre 3!) forment un s.e.v de R?.

Exemple 25
Déterminons Ker(f), ot f: (z,y,2) eR® = (2x +y,y+2) e R? :




Isomorphismes

Définition 26

Une application linéaire bijective (c’est-a-dire a la fois injective et surjective) est appelée isomorphisme
linéaire.

Deux e.v. E et F sont isomorphes s’il existe un isomorphisme linéaire f : E - F.

Remarque 27

Rappelons qu’une application ¢ : X — Y entre deux ensembles est bijective si et seulement si elle admet une
application réciproque (ou inverse) ¢! :Y — X telle que po ¢ =Idy et ¢t o ¢ =1Idy.

Proposition 28

Soit f € L(E, F) un isomorphisme linéaire. Alors I'application réciproque f~': F — E est linéaire.

Preuve :

Exemple 29 (Exzemple important)

Soit A € M,,(R) inversible, alors ®4 : X € R® - AX € R™ est un isomorphisme linéaire, d’inverse (®4)~! =
® 4-1. En effet,

VY €R™, @400, 1(Y) =P (A'Y) =44V =Y
VX eR™ &y 0Py(X)=P 1 (AX)=ATAX =X

donc ® 4-1 est bien I’application inverse de ® 4.

Exemple 30

Considérons f : (z,y) € R? = (2z + 3y, z +y) € R2. Montrons que f est bijective en calculant f~! :




Applications linéaires et familles de vecteurs

Question : L’image d’une famille libre/génératrice par une application linéaire est-elle libre/ génératrice ?

Réponse : En général, non.

Exemple 31 (Contre-exemple)

Par exemple, si f: (x,y) = (2,0) e R? alors pour

7= {6 C)) o= {6) )}

F est libre, mais f(.F) est liée.
~ On peut avoir .% libre mais f(F) liée.

F est génératrice, mais pas f(.F) : (0,1) ¢ Vect(f(F)).
~ On peut avoir .% génératrice mais f(.F) pas génératrice.

Question : Est-ce qu’on peut quand méme en dire quelque chose?

Réponse : En utilisant la linéarité de f, on obtient que si .# = (v1,...,v,) est une famille de vecteurs de E, alors
pour tous Aq,...,A, on a
FOavi+. o+ 20p) = A f(v1) +... + A f(vp)
~ Voyons ce qu’on peut en tirer :

Proposition 32

Soit F ={v1,...,v,} une famille de vecteurs et f € L(E,F). Alors
1. f(Vect(v1,...,vp)) = Vect(f(v1),..., f(vp));
2. Si F est génératrice, alors Im(f) = Vect(f(v1),...,f(vp));
3. Si F est liée alors (f(v1),...,f(vp)) est liée;
4. Si (f(v1),...,f(vn)) est libre alors . est libre.

Au risque d’insister...

A L’image d’une famille libre peut étre lice.
A L’image d’une famille génératrice de E n’est pas nécessairement génératrice de F.

Exemple 33

Considérons
fi(zy,2) > (2u+y,y+2) et #={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

Alors {(1,0,0), £(0,1,0), £(0,0,1)} =

est une famille génératrice de Im f = R?

Remarque : # est une famille libre de R® mais f(%) n’est pas une famille Iibre de R?.




Exemple 34
Considérons la projection sur Vect((1,-1)) parallélement a Vect((1,1))

pos e (51 -TY) et 2 ((1.0).(0,1))

Alors {f(1,0), f(0,1)} =

engendre Im f = Vect(1,-1).

Remarque : A nouveau, 4 est libre et génératrice mais f(#) n’est ni libre, ni génératrice de R2.

Preuve de la proposition :



~ Si on a plus d’informations sur f, c’est mieux :
Proposition 35
Soit F = {v1,...,v,} une famille de vecteurs et f € L(E, F).

1. Si f est injective et F est libre, alors f(.%) est libre.

2. Si f est surjective et F est génératrice, alors f(.F) est génératrice.

On en déduit :

Corollaire 36

Si f e L(E,F) est un isomorphisme, alors Iimage par f d’une base de E est une base de F.

En particulier, dim E = dim F'.

Preuve de la proposition :

Applications linéaires en dimension finie

Supposons que E est de dimension finie et soit & = (e1,...,ep) une base de E. Soit f € L(E, F).

Alors chaque z € F s’écrit de fagon unique comme combinaison linéaire des e; :
VeeE, 3 (A,..., ) e K" t.q. = Mer + ... + Apep

Mais alors

flx)y=Xifler)+...+ A f(en).

~ Si on sait trouver les coordonnées de tout vecteur x dans la base %, et si on connait f(e1),..., f(en), on peut
en déduire f(x) pour tous les vecteurs x € E.



~ Inversement, si on choisit I'image d’une base, on peut construire une application linéaire :

Proposition 37

Soit % = (ex,...,ep) une base de E. Alors, pour tout p-uplet (v1,...,v,) de vecteurs de F', il existe une unique
application linéaire f € L(E, F) telle que

Vie {17 "'ap}7 f(ez) =

Preuve : Il y a deux choses & montrer : d’'une part qu’il existe une telle application linéaire f, et d’autre part
que cette application est unique.

» Existence :

» Unicité :

Exemple 38
II existe une unique application linéaire f: RP — R,[X] telle que
Vie{l,..p}, f(e:)=(X+3),

ot (e1,...,ep) est la base canonique de RP. f est donnée par

flx,. .. zp) = f(zrer + ...+ zpep)
= a:lf(el) + ...xpf(ep)
=21 (X +3) +22(X +3)% +. ..+ 2,(X +3)P




On a vu que ¢’il existe un isomorphisme linéaire f: £ — F, alors dim F = dim F'.

Réciproquement, la proposition précédente nous permet de montrer :

Corollaire 39

Si dim E = dim F, il existe un isomorphisme linéaire f : E — F.

Preuve : Notons n =dim F = dim F. Soient (ey,...,¢e,) une base de E et (f1,..., fn) une base de F.
~ D’aprés la proposition précédente, il existe une unique f € L(E, F) telle que f(e;) = f; pour tout i.
~ On va montrer que f est bijective : f sera alors un isomorphisme E — F.

> Injectivité de f : On montre que Ker(f) = {0g}.

> Surjectivité de f : On montre que Im(f) = F.

Rang d’une application linéaire

Définition 40
Soient E et F' deux e.v. de dimension finie. Soit f € L(E,F'). On appelle rang de f, noté rg(f), la dimension
du s.e.v. Im(f) c F.

(xg(/) = dimIm(f)]




Exemple 41

1. Considérons a nouveau
fiRYe(z,y,2) » 2z +y,y+2) eR?

On a vu que Im(f) = R?, donc rg(f) :I:].

2. Soit f:x € E~ Op € F 'application nulle. Alors rg(f) = dim({0r}) = I:]

3. Soit py : (z,y) € R? = (%32, 22¥) € R? la projection sur Vect((1,1)). Alors rg(f) = I:]

Théoréme du rang

Théoréme 42

Soit f € L(E,F), alors ‘ dim E = dim Ker(f) + rg(f) ‘

Preuve :

Plan de bataille :
Posons n =dim E et p = dimKer(f). On va montrer que rg(f) =n - p.

Pour cela, on prend une base {u1,...,u,} de Ker(f). C’est, en particulier, une famille libre de E, donc,
par le théoreme de la base incompléte, on peut lui adjoindre n — p vecteurs vpi1,...,v, de E tels que
(U1, .-y Up,Vps1, ..., Uy) €st une base de E.

On va montrer que # = {f(vp+1),..., f(v,)} est une base de Im( f).

» # engendre Im(f) :



» % est une famille libre :

Corollaire 43 (Rang et injectivité /surjectivité)

1. f est injective ssirg(f) =dim E
2. [ est surjective ssirg(f) =dim F

Preuve :El

Remarque 44

On retrouve donc le fait que si f: E — F est un isomorphisme, alors on doit avoir dim E = dim F.

Proposition 45

Soit f e L(E,F). On suppose que E et F sont de dimension finie et que |dim F = dim F’ |.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. f est injective, 2. f est surjective, 3. f est bijective

2. Le 1. est une conséquence du théoréme du rang; le 2. vient en fait simplement de la définition du rang et du fait que
si G c F est un s.e.v de F, alors G = F ssi dim G =dim F.



Remarque 46
—_
C

eci s’applique en particulier aux endomorphismes f : E — E, du moment que E est de dimension finie.
Preuve de la proposition :
Supposons que f est injective, alors dim Ker(f) = dim({0g}) = 0 donc, par le théoréme du rang,
dimIm(f) =rg(f) =dim EF =dim F
donc Im(f) = F, et par conséquent [ est surjective.

Supposons que f est surjective. Alors rg(f) = dim F' = dim F, donc par le théoréme du rang,

dimKer(f) =dim EF -rg(f) =0
Donc Ker(f) ={0g}, et f est aussi injective. Elle est donc bijective.

Vrai par définition de la bijectivité. O

Exemple 47
Considérons application linéaire
f:R? > R?
(z,y) > (z+y,2-y)

~ Pour montrer que f est un isomorphisme, il suffit de montrer que f est injective, et pour ca, il suffit de
montrer que Ker(f) = {(0,0)}. Allons-y :

A Cette proposition n’est pas vraie en dimension infinie!
Exemple 48 (Contre-exemple)
Considérons D : P e R[X ]~ P’ e R[X]. Alors
» Im(D) = R[X] donc D est surjective

» Ker(D) = Vect(1) # {Ogpx7} donc D n’est pas injective.



Chapitre VI - REPRESENTATION MATRICIELLE DES APPLICATIONS LINEAIRES

Introduction

Dans ce chapitre, devinez quoi, on va noter K = R ou C l’ensemble des scalaires, et F,F deux
K-espaces vectoriels de dimension finie sur K. On notera dim F = p et dim F' = n.

Dans les précédents chapitres, on a vu que dans un e.v. E' de dimension finie n, il existe toutes des
bases, qui sont toutes de cardinal n.

Si on choisit une base Z de E, chaque vecteur de E peut étre représenté par un unique n-uplet de
coordonnées scalaires : les coordonnées du vecteur dans la base %.

Dans ce chapitre, a ’aide de cette idée, on verra :
» Comment représenter un vecteur de E par une matrice-colonne;
» Comment représenter une application linéaire £ — F' par une madtrice;
» En quoi ¢a aide?
Des bases aux matrices
Vecteurs et matrices-colonnes : On fixe pour la suite :
A = (e1,...,ep) une base de E, B’ = (fi,...,f,) une base de F

~ Pour chaque x € F, il existe donc un unique p-uplet (z1...,2,) € KP tel que z =z1e1 + ...+ zpep. On
peut donc lui associer un vecteur-colonne, que I’on notera

T
[z]z =] ¢ | € Mpa(K)
Lp
~ De méme, pour y € F', il existe un unique (y1,...,yn) € K" tel que y =y1f1 + ...+ ynfn. On associe a
y le vecteur-colonne
Y1
[yle =| i | € Mn1(K)
Yn

Exemple 1

Considérons dans R? la base canonique % = (e, ea,€3).
Alors, le vecteur u = (1,2,/7) € R? se décompose dans la base %, en

u=1-e1+2-e9+/7 €3

donc on lui associe le vecteur colonne

1
[u]%o =1 2 |« M3,1(R)

NG




et plus généralement, a chaque u = (z,v, z) € R® on associe

[u]z, = e M31(R)

...Dans R® muni de la base canonique, il faut reconnaitre que ce n’est pas trés impressionnant !

Exemple 2 (Moins trivial)

» Considérons I'espace vectoriel Ro[ X ] muni de sa base canonique %g,[x] = (1, X, X?).
Soit P € Ro[X], alors il existe a,b,c € R tels que P = aX? +bX +c.
~Les coordonnées de P dans la base %y, [x] sont (c,b,a) : on Iui associe la matrice-colonne

C
[Pla,x; = | 0| € M31(R)

a

Ainsi, si P =X%-1,Po=1+X et P3=X?+ X +1

-1
[P1]ﬂR2[X] =10 7|:P2]93]R2[X] = 7[P3]33R2[X] - (1)
1

» Considérons, dans I'espace vectoriel RN des suties réelles, le sous espace vectoriel
F={(up)p ¢ RY = +2u, )} c RY
= 1Un)n s Un+2 = Un+1 Unp,

Alors, comme vous avez fait Techniques de calcul, vous savez que ((=1)")n, (2"), € F et que
toute suite (uy)y € F' est combinaison linéaire de ces deux-la :

(Un)n €eF — 3Ja,beR t.q. uy = a(—l)” + 9"

~ Les suites vy, = ((-1)"),, et w, = (2"),, forment une famille génératrice de F, et puisqu’elles
ne sont pas colinéaires, c’est une famille libre. Donc ((vy,)n, (wy )y, ) est une base de F.

Dans la base Br = ((vn)n, (wn)n) de F, les coordonnées de (uy), sont (a,b) : on lui associe

la matrice colonne
a

[(Un)n]%p = (b) € M271(R)

Avantage : On peut facilement traduire les problémes d’algébre linéaire en systémes.



Exemple 3 (Application)

Montrons que (Py, Py, P3) est une base de Ro[X], ou
P=X?-1,P=1+X,P;=X?+X+1

Soient A1, A2, A3 tels que A1 P1 + Ao P> + A3 P3 = Og,[x]- En utilisant , ceci se réécrit :

Matrice d’une application linéaire

On a vu au chapitre 5 qu’a toute matrice A € M,, ,(K), on peut associer une application linéaire

Py :KP - K"
X AX

~ On va voir que réciproquement, & toute application linéaire entre espaces vectoriels de dimension
finie, on peut associer une matrice.

Soit f € L(E, F). Rappelons qu’on a fixé
%A = (e1,...,ep) une base de E, B’ = (fi,..., f,) une base de F

On a vu au chapitre 5 que si on connait f(e1),..., f(ep), on peut en déduire f(x) pour tout x.

Or, pour j € {1,...,p}, f(e;) € F', donc il existe des scalaires ay j,...,an; tels que

flej)=arjfi+. ... +an;fn

En somme :
» Pour connaitre f(z) pour tout z, il suffit de connaitre f(e1),..., f(ep);
» Pour connaitre f(e;), il suffit de connaitre ses coordonnées (ay j,...,a, ;) dans la base %’

~ Donc pour “connaitre” f, il suffit de connaitre (a; j)1<i<n,1<j<p-

Ca a une téte de matrice!
~ On en déduit la définition suivante :



Définition 4

La matrice de f dans les bases % et %' est la matrice (a; ;) de M, ,(K) dont la j-iéme colonne
est donnée par les coordonnées de f(e;) dans la base %'. On la note :

[fleN]w ... [f(ep)]w
fl ail aip
(flz,2 = : :

fn Qan1 s Gnp

Si f € L(FE) est un endomorphisme, on choisit généralement la méme base % sur E au départ et a
Parrivée.
~ On note alors la matrice de f dans cette base [ f]z.

Remarque 5

» La matrice de f est de taille dim F' x dim E.

» A La matrice de f dépend des bases choisies sur E et F : si on les change, on n’obtient pas
les mémes coeflicients.

Exemple 6

Considérons f: (z,y,2z) e R3 = (2z +y,y + 2) e R2.

1. On considére les bases canoniques %o = (e1,e2,e3) sur R® et Bl = (f1, f2) sur R? :

1 0 0 1 0
0 0 1

Alors on a :

f(e1) = =| - i+ - fo
fle2) = = | | f1+] | f
f(es) = T Y

Donc la matrice de f dans les bases A, et %, est

(£ 0.2, = ( )

2. On considére maintenant les bases %, = (€1, é2,€3) sur R et B = (fl, fg) sur R? données par :

1 1 0 3 1\ - 1
Fr=|e1=|1],e2=]0],e3=]1 ,c@{=(f1=(0)7f2=(1))
0 1 1

Alors




Entrainement 7

3. Calculons [f]z, %, :

4. Calculons [f]z, @, :

|

Donc la matrice de f dans les bases %, et % est

Donc la matrice de f dans les bases % et % est

f(&r) = o |- fi+]| |- fo

f(é2) = o |- fi+ |- f

f(és) = =| | f1+] - f2
[f]%,%‘;:( )

f(er) = o I 2 I

[f(ez) = | | f1+] |- fo

f(es) = o |- fi+] |- fo
[f]%’o,ﬂ;( )

f(ér) = =| |- f1 +] |- fo

f(@) = o I e I

f(és) = S e Y

Donc la matrice de f dans les bases %, et % est

[f1z 2, = (



Exemple 8

1. Soit E = Ry[X], alors on a vu que %y = (1, X, X?) est une base de E. On considére I'application
de dérivation :

D:PeRy[X] > P eRy[X]
Alors

D(l):y—:y - 1+4] | X +] . x?
D(X) = =| |- 1+] . x+]  |x?
D(XQ)Z—‘:’ |- 1+] |- X +] . x2

Donc la matrice de I’endomorphismelﬂ D dans la base %, est

[D]@o =

2. Condidérons cette fois la base %, = (P, Py, P3), ot

P=X?-1,P=1+X,P3=X2+X+1

Alors
D(Py) = = Py +| |- Py +| | P
D(P,) = = Py +| |- Py +| |- P
D(Ps) = = Py +]| |- Py +| |- P

Donc la matrice de D dans la base %, est

[D]%l =

Matrice de 'application Idg : Considérons 'application identité Idg : x € E — z € E. Soit 4 =
(e1,...,ep) n’importe quelle base de E. Alors

Idp(ej)=ej=0-e1+...+1-ej+...+0-¢,

donc



Opérations sur les matrices

Proposition 9 (Image d’un vecteur par une application linéaire)

Soit f e L(E,F) et ,%' des bases de E et F respectivement. Pour x € E, y € F', on note

A= [f]f@,t%”a X = ['x]%v Y = [y]@’

Alors ’y:f(x) — Y:AX‘

Preuve :

Exemple 10

Soient f : (z,y,2) e R® » 2z +y,y+2) e R? et u = (1,1,1) € R3. On a vu que dans les bases
canoniques %y de R3 et %} de R?,

[f1zo.2, = , [ulz, =

Alors f(u) =(3,2) et on a bien

[f10,2 [u] 2, = = ( ) = [f(w)]a-

...A nouveau, dans R"™ muni de la base canonique, ce n’est pas trés impressionnant.



Exemple 11 (Application : noyau d’une application linéaire)

Reprenons application de dérivation dans Ro[X], notée D. Pour tout P = aX?+bX +c € Ro[X],

PeKer(D) <= D(P) =0g,[x]
< [D(P)]z, =031
< [D],[Plz, =031

Or on a vu que
[D]%o = v[P]t%’o =

donc

0
PeKer(D) < = (O)
0

<=>{
<~ a=b=0 << P=c

Donc le noyau de D est 'ensemble des polynémes constants (bon, on s’en doutait!)

Entrainement 12

On a vu que la matrice de D dans la base $; = (P1, Py, P3) est

[D]%H =

Soit P(X) =2X2+3X +2eRy[X]. Alors, d’une part

D(P)=P'(X)= =L |m+[ |m+[ | P

et d’autre part

[D(P)]z, =[D]z,[Pls, = =

~ Est-ce cohérent 7




Proposition 13 (Opérations sur les matrices)
Soient f,ge L(E,F) et A € K. On se donne une base & de E et une base #' de F. Alors :

» [f+9lze = [flae +9]as

» (Mlaz = A flzu

Preuve :E|

Corollaire 14

L’application Mg g : f € L(E,F) v [ flz.2 € Mnp(K) est un isomorphisme linéaire.

Preuve :

» Montrons que Mg 4 une application linéaire :

» Montrons que Mgz 4 est injective :

2. Indications : 11 s’agit donc de trouver les coordonnées d’une part de (f +g)(e1),...,(f + g)(ep) et d’autre part de
(Af)(e1),...,(Af)(ep) dans la base &'



» Montrons que Mgz g est surjective :

~ Mg g est une application linéaire bijective, donc c’est un isomorphisme. O
Remarque 15

En particulier, dim L(E, F') = np.
(Pourquoi, au fait ?)

Théoréme 16 (Produit matriciel et composée)

Soit G un troisiéme e.v. Soient % une base de E, %' une base de F', %" une base de G. Soient
feLl(E,F), ge L(F,G). Alors

[9° flam = 9]z .2 [flam.

Preuve : On note # = (e1,...,ep), B =(f1,....fn), B =(91,...,94) €t
aip aiz ... Gip b11 bln

A= [f]g&g'Z s B = [g]gg170 "= : s C= [gof]ggva " Z(Cij)
an1 Qp2 ... anp bql Ce bqn

~ On veut montrer que pour tous 1 <i<q,1<j<p,
n
cij = (BA)ij = ) bikax;
k=1

Calculons la j-éme colonne de C our trouver ¢;;. On a d’une part

gofle)=_____ Gt 9q
et d’autre part
gof(ej)=9(f(ej))=9g(_____ it fn)
= _____ g(fi)+...+_____ 9(fn)
= (. a+...+_ gg)+ ...+ (. a+...+_ 9q)



Par unicité des coordonnées de go f(e;) dans la base %", on a donc, pour i€ {1,...,q} et j € {1,...,p},

Cij =

Corollaire 17

Soit f € L(E) un endomorphisme. On note

f¥=fo-ofeL(E)

[ —
k fois
Soit A=[f]z, alors
[f*]z = A
Exemple 18
Soient

fi(zy,2)eR¥m 2z +y,y+2)eR% g:(a,b)eR?> - (a+b,a—-b)cR?

Dans les bases canoniques %y de R3 et %, de R?,

[f)0,, = L9l =

On a, d’une part, pour tout (z,y,z) € R3,

gof(w,y,2)=9(___ )= o )

donc

Et, d’autre part,

[f)20,2 (9], = -

Proposition 19 (Matrice d’un isomorphisme)

Supposons que dim E = dim F'. Soient B, %" des bases de E et F respectivement. Soit f € L(E,F)
et A=[flg.z € Mp(R). Alors

1. f est un isomorphisme ssi A est inversible.

2. Si f est un isomorphisme, alors [f 'z 5 =A"" = [f1} -




Preuve : Pour 1., on procéde par double implication.

Supposons que f est bijective. Alors f~!: F' - F existe et est linéaire. Notons B = [f’l]ggf“a,g. Alors
AB =

BA=

donc A est inversible, d’inverse B = [f 1] 4 (ce qui, dans la foulée, prouve 2.)
Supposons que A = [f]z.4 est inversible. Notons B = A™!.
On a vu plus haut que 'application
My z:ge L(F,E) v~ [g9]a .z Mny(R)

est . Il existe donc g : F' - FE linéaire telle que

Montrons que g = f~1. On a
[go flz =

donc, par injectivité de l'application Mg z, on a go f =

On obtient de méme fog=1dpr. On en déduit que f est bijective : ¢’est donc un isomorphisme, et

[fil]@,“% = [g]o ,7(% — A*l'

Changement de base

On a vu que les coordonnées d'un vecteur 2 dans une base %, que l'on a notées [x]4, ainsi que la
matrice [ f]z 4 d’une application linéaire f, dépendent des bases considérées & sur E et %' sur F.
Question : Si l'on choisit des bases différentes % sur E et %] sur F, peut-on déterminer [x]4, & partir
de [z]g et [f]z, » & partir de [flz a7

Revenons dans R? et prenons une base non canonique, par exemple

%1 = (e} =(1,1,0),e5 = (1,0,1),e5 = (0,1,1))
On a vu que le vecteur u = (1,2,/7) est associé, via la base canonique, & la matrice colonne

1
[u]«%a =1 2

NG



Cependant, la matrice colonne correspondant & u dans la base %, ne sera pas la méme!

~ Y a-t-il un procédé qui permette de déduire directement [u]g, du vecteur colonne [u]z, ?

Définition 20 (Matrice de passage)

Soient %o = (e1,...,¢ep), %P1 = (e1,...,e,) deux bases de E. On appelle matrice de passage de %,
vers %1, notée Py, 5, , la matrice de My,(K) dont la j-éme colonne est donnée par les coordoonnées
de e; dans la base %A,.

Proposition 21

Pg, 5, est la matrice de Idg : E — E dans les bases %, au départ et %, a l'arrivée :

P2 = [1dE]s, 2,

Preuve : Par définition de la représentation matricielle, la j-iéme colonne de [Idg]z, 4, est donnée
par :

ce qui correspond a la j-iéme colonne de Py, 4, .
Exemple 22

Dans R?, on considére la base canonique B}, = (f1, f2) et la base
’r_ r_ 1 r_ 1
- (- (o) - (1))

Poy a1 =

Alors

D’autre part,

donc [ f1]z; = , [felay =

—
N
[\ —

1] Il
hnd

+ +
—

et

P{lgl:
Ze




Exemple 23

Considérons dans R? la base canonique %y = (eq, ez, e3) et la base %, donnée par

e fhf)

Alors
€1 = | e1+]| | €2 +| | e3
ey = ‘61 +’ ‘62 +’ ‘63 donc Py, 5, =
€3 = | e1+] | €2+ | es

Réciproquement, on a

e1=’ \e'l+] \6’2_’ e
€2 :’ ‘6,1—’ ‘6/2+’ ‘eg donc Py, 5, =
es = | | ef +]| | b +| e}

Proposition 24
Soient Ay, %1, P> trois bases sur E. Alors

» Py, #, est inversible, et P{%’% = Py, %,

> Pgy2, = Pay 2, P,

Preuve :



Proposition 25 (Changement de base pour les vecteurs)

Soient %o = (e1,...,¢ep), $B1 = (e}, ...e,) deux bases de E. Soit x € E, alors il existe des coordonnées
P P
T1,...,Tp et p,. .., 7, telles que x = Y xjej = Zx;e; On note
j:]_ ]:]_
T l"l
. !
X=[z]g =i |, X =[z]a = :
Tp T,
Alors
X = Py 5 X' |

Preuve :

Exemple 26

Reprenons notre exemple du début : considérons la base

et le vecteur u = (1,2,/m). Alors

P%l,e%o = et [u]%o =

donc on a

(u]z, = Pg, 2,[u]z, =

et on vérifie bien que

33—/ Tm—1 T+1
u = 2\/_f1+\/_2 f2+\/_2

f3

P = (€] =(1,1,0),eh = (1,0,1),e5 = (0,1,1))



Proposition 27 (Changement de base pour les applications linéaires)
Soit f € L(E,F), By, % deux bases de E, B, #, deux bases de F. On note

A= [f]e%(),,%(’)a B= [f]%l,x%iu P= R@o,,%p Q = P%’('),%i

Alors on a

1 .
B=Q AP| ie [flz @ = Pa 2 flz,2,Ps02

Preuve : On écrit f: (E, %) - (F,%]) comme la composée

A 4
(Eﬂ‘%l) Idy (EV%O) 7 (Fﬂ@[)) Idy (FV@la)

ce qui, en matrices, donne

Exemple 28

On a vu que la matrice de I'application f: (z,y,2) e R® = (2 + 1,y + 2) e R? est

A= (g 1 (1]) dans les base canoniques By et %),
B= (? i _21) dans les bases %, et B,

On a aussi calculé

On vérifie bien

Corollaire 29

Soit f € L(E) un endormorphisme, 9By, %1 deux bases de E.
On note A = [f]go, B-= [f]_@l, P =Py, » Alors




Définition 30 (Matrices semblables)

Soient A, B € M,,(K) deux matrices carrées. On dit que B est semblable a A s’il existe une matrice
inversible P telle que B = P"1AP.

Proposition 31

Deux matrices sont semblables si, et seulement si, elles représentent le méme endormorphisme dans
deux bases différentes.




Chapitre VII - DETERMINANT D’UNE MATRICE

Introduction
On notera, comme toujours, K =R ou C.

On a vu que les matrices permettent de représenter
» les applications linéaires

» les systémes linéaires

» (on va le voir) les familles de vecteurs.

Le déterminant d’une matrice carrée A est un réel associé & A qui suffit & déterminer si A est
inversible, ce qui nous permettra de dire, en un seul calcul

» si une application linéaire est bijective
» si un systéme admet une unique solution

» si une famille de vecteurs est une base.
Déterminants de petites matrices

Définition 1 (Déterminant d’une maitrice 2x2)

Soit (Z 2) € M3(R). Son déterminant est défini par

Interprétation géométrique 2

a b
PourA—(c d

o)

) € Ma(R), |det(A)| est laire du parallélogramme délimité par les vecteurs

V2

|det(A)] U1

En particulier, det(A) = 0 ssi les vecteurs v1 et ve sont colinéaires.




Entrainement 3

0 2 1 2 1 2
»det(_l 3)— >det(2 3)— »det(o _1)—

Définition 4 (Déterminant d’une matrice 3x3)

Soit A = (ai;) € M3(R). Alors son déterminant est défini par

det A = aj1a92a33 + a12a23a31 + A13032021

Moyen mnémotechnique :

aiy, aiz. a1z ailr a2
a21 @22 @23 10a21 422
azy as2 agz/ azr asz

Interprétation géométrique 5

Notons v1,v9,v3 les vecteurs colonnes de A :

a1 a2 a13
vr=lag1|, v2=|a22|, v3=|as3
a3l as2 as3

Alors |det(A)| est le volume du parallélépipéde délimité par vi,ve et vs :

5

25 |

Qg

En particulier, det(A) = 0 ssi ce parallélépipéde est plat, autrement dit ssi dim Vect(vy,v2,v3) < 2,
autrement dit, ssi ces vecteurs sont liés.




Exemple 6

v
—_
o
DO
1l

|
w
—
DN

|
—
—_
w

Déterminant - cas général

Définition 7

On définit Papplication déterminant det : M,,(K) — K par récurrence sur n comme suit :
» Pourn=1, A=(a) e M1(K) et on pose det(A) = a.

» Pour n>1, pouri,je{l,...,n}, on note A;j € My_1(K) la matrice obtenue en supprimant la
i-éme ligne et la j-éme colonne de A. De la, on définit

det A=) (-1)**Laq, det Ay

k=1
an‘alg N AT
An
Exemple 8
1 0 10
5 -3 1 2 _ (L) ‘03 i ; )
1 0 1 2 11 3
2 -1 1 3

+ (_1)1+2 .

— = =
W NN

+ (_1)1+3 .

igiigigt

N~ Ot DN~ Ot N =Dt
)

+ (_1)1+4 .

|
[E—y
_ == W NN




Petites dimensions

Veérifions que cette formule nous redonne le “bon” résultat pour les matrices 2 x 2 et 3 x 3.

» Soit A = (Z Z) e Ma(R). Alors

det(A) = adet(d) — bdet(c) = ad - be
~ On retrouve donc bien la définition donnée plus to6t pour les déterminants 2 x 2.

» Exercice : Montrons que la formule de récurrence redonne bien notre formule des déterminants
3x3:

a1;p ai2 ais — —
asy ass a3 :(_1)1+1 +(_1)1+2 +(_1)1+3

azyp as2 as3

Propriétés du déterminant
Définition 9

Soit (v1,...,v,) une famille de n vecteurs de K. On note det(vy,...,v,) le déterminant de la matrice
de M,,(K) dont la j-iéme colonne est v;.

Proposition 10 (Propriétés fondamentales)

1. det(I,) =1

2. det(v,..., 05+ vy, ..., vn) =det(vi,..., U, ..., v) +det(vi,... v, ..., Un)

et det(vy,..., A\g,...,v,) = Adet(v1,..., 0, ..., 0n).

3. S’il existe i # j tels que v; = vj alors det(v1,...,v,) =0.

Preuve : On procéde par récurrence sur n, ol la matrice est de taille n x n et on montre 1., 2. et 3.
simultanément :

n=1
1. det(l;) =det(1) =1 v

2. det((a) + (a")) =a+a’ =det(a) +det(a’)
et det(Aa) = Aa = Adet(a) v

3. Ne s’applique pas pour n =1 (on ne peut pas avoir i # j) donc ben....v’



1. detIQ:‘l 0‘21*1—0*0:1\/
01
a+a bl Ny N B ro o _la b fa" b
i d‘—(a+a)d b(c+c') = (ad-bc)+ (a'd bc)—c dTle 4
Aa b a b
et e d‘—()\a)d—b()\c)—)\(ad—bc)—)\C d‘\/

a
‘:ac—acz(]\/
c

A chaque fois, les accolades sous 1’équation viennent de ’hypothése de récurrence.

1 0 0
10 0 0 01
1. detI3=[0 1 0Of|=1- 0 1 +0‘O 1+0-O 0:1\/
0 01
——
=det I2=1
/
a1+a; by c
: ; b b2 c2 az +ay ag +ah by
2. lag+ay by c2|=(a1+ay) —01- 7 +C1 7
7 b3 Cc3 a3z +ay C3 a3 + aq bg
az+as bz c3
[ — —_—
as C9 a'2 C2 as b2 a'2 b2
= = —+
az c3| |a; c3 az bs| |a5 b3
/ /
_ b2 C2 as Co a9 b2 ,bg (&) ay C2 Ay b2
—alb - b b +alb -bi|; C1| 7 b
3 C3 az C3 a3 3 3 C3 as C3 ag 3
al b1 C1 a’l b1 C1
= |a2 bg C2| + |Qo b2 Co
as b3 C3 aé bg C3
Aar b ar b
by ¢ Aa c Aa b
et |Aas by =()\a1) 2 "2y 2, 2+Cl- 2, 2:)\a2 by co| vV
b3 C3 )\CL3+CL2 C3 )\a3+a2 b3
Aaz bg c3 a3 bz c3
a2 a2 Do
as cs as bs
3. On le fait pour le cas v1 = vs, je vous laisse vérifier les autres!
ay ar €
as C9 as C az ag
as az C2| =ap —al + C1 =0V
as c3 az C3 a3z ag
as as c3
—_—
=0

C’est technique et on est fatigués...on va 'admettre. Voir annexe.

1. Ce n’est pas nécessaire a la peuve, mais c’est plus éclairant que le cas n=1!

2. Ce n’est pas non plus nécessaire a la preuve, mais ¢a permet de voir comment la récurrence va marcher.



Remarque 11

» La propriété 2. dit que I'application
veK" »det(vy,...,v,...,v,) €K

est linéaire.

~ On dit que le déterminant est multilinéaire.
(Une application f: E x...x E - F est dite multilinéaire si, pour tout i,
vel — f(’l)l,...,vi_l,’l),UHl ...,Un) e F

est linéaire.)

~ En particulier, si une des colonnes de A est nulle, alors det(A) = 0.
e Les applications multilinéaires qui vérifient 3. sont dites alternées.

e On peut montrer que det : M,,(K) - K est la seule application qui vérifie ces trois propriétés.
C’est parfois comme cela qu’on le définit : c’est 'unique application multilinéaire alternée

K" x .. x K" - K telle que det(ey,...,e,) =1 ou (e1,...,e,) est la base canonique de K".
Exemple 12
Utiliser ces régles et les exemples qu’on a déja faits pour calculer

1 00

> 2 0= 3
1 0 2
1 00

> 2 0]=
1 0 3
1 0 -2 0

R 5 -3 -2 2|
1 0 -2 2|
2 -1 -2 3




Proposition 13

det(v1,...,v,) change de signe.

Soit (v1,...,v,) une famille de n vecteurs de K™. Si on échange deux colonnes vy, et vy, le déterminant

Preuve : Calculons

det(vl,..., vpt+v ..., VRt ,‘..,Un)
N—— N——
k-iéme colonne [-iéme colonne

Puisque cette matrice a deux colonnes égales (& vg +v;), on a

0=det(v1,...,00 + V5, ..., Vp + V..., 0p)
=det(vi, ...y Uky ooy Uy e v oy Up) +det (V1,0 Uy ooy Uy e ey Up)
=0
+det(vi, .., U Uy ey Un) det (U1, U U V)
=0
d’ott det(v1,. .., Uy« oy Ve v oy Un) = —det(Vi, .o, Uy ey Uk e v ey Un)e dJ
Exemple 14
Utiliser ces régles et les exemples qu’on a déja faits pour calculer
0 01
» [0 1 0]=
1 00
1 -3 2
» |1 0 2f=
1 -1 3
6 -3 2
> 0 2|=
1 -1 3
Déterminants et bases
Proposition 15
Soit (v1,...,vy,) une famille de n vecteurs de K". Alors det(v1,...,vy) # 0 ssi (vi,...,v,) est une
base.
Preuve : On procede par double implication :
On va montrer que si (vi,...,v,) est une base, alors det(vy, ..., v,) # 0.
~ Supposons que (v1,...,v,) est une base. On va procéder par 'absurde : supposons que

det(vy,...,v,) =0.



Soit (e1,...,e,) la base canonique de K". Puisque (v1,...,v,) est une base, pour chaque j €
{1,...n}, il existe des scalaires (aij,...,an;) tels que

n
ej = Z aijvi
=1

Mais alors :

e D’une part, det(eq,...,e,) =det([,) = :

e D’autre part,

det(eq,...,en) =

En utilisant successivement la linéarité par rapport a chaque colonne, on obtient que det(eq, ..., e,)
est une somme de termes du type

donc det(eq,...,e,) =0.

~ 1=0!! Contradiction.

On procede par contraposée : on montre que si (v1, ..., v, ) n'est pas une base alors det(vy, ..., v,) = 0.

Supposons donc que (v1,...,v,) n’est pas une base. C’est donc une famille liée : En effet,

~ L’un des v, disons v,,, est donc combinaison linéaire des autres : il existe A1,..., A,—1 tels que

En utilisant la linéarité du déterminant par rapport a la derniére colonne, on en déduit

det(vi,...,vp) =
Or chacun des termes est un déterminant dont deux colonnes sont égales, donc vaut .Ona
donc bien det(vy,...,v,) =0. O



Déterminants et matrices inversibles

Corollaire 16
Soit A e My (R). Alors A est inversible ssi det(A) # 0.

Preuve : On procéde, sans grande surprise, par double implication.

Déterminant d’un produit

Théoréme 17

Soient A, B € M,,(K). Alors ‘ det(AB) = det(A) det(B) ‘

Preuve : Ce résultat technique est admis : voir complément.

Corollaire 18

Si A est inversible, | det(A™!) = detl(A) .

Preuve :



Déterminant d’un endomorphisme

Une application de ce dernier résultat est le suivant : deuz matrices semblables ont le méme déterminant. En
effet, si B= P"'AP, on a

1

det(B) = det(P ") det(A) det(P) = det(P)

det(A) det(P) = det(A)

En particulier, si F est un K-e.v. de dimension finie, f € L(F) et Z et B’ sont deux bases de F, alors

det([f]z) = det([f]a)

On peut donc définir
Définition 19
Soit f € L(F) un endomorphisme de E de dimension finie. On définit le déterminant de f par

det(f) = det([f]2)

pour une base B quelconque de E.

Calculs de déterminants

Proposition 20 (Déterminant de la transposée)

Soit A€ M,,(R). Alors | det(*A) = det(A) |

Ainsi, les propriétés qu’on a vu sur les colonnes de A, via la transposée, s’appliquent aussi aux lignes de A.
En particulier :

» det est linéaire par rapport & chaque ligne de A
» det A £ 0 ssi les lignes de A forment une base de K”

» Le déterminant change de signe si on échange deux lignes.

Définition 21
Soit A = (a;j) € My, (K). On note A;; la matrice obtenue en supprimant la i-iéme ligne et la j-iéme colonne
de A. On appelle cofacteur de A par rapport au coefficient a;; le nombre

Cij = (=1)"™7 det(Aj;)

Théoréme 22 (Développement par rapport a une ligne ou une colonne)

» Développement par rapport a la i-éme ligne :

n

det(A) = Z aijC’ij = Z(—l)iJrjaij det(AU)
j=1

j=1
» Développement par rapport a la j-éme colonne :
n

det(A) = 3 ai;Cij = Y- (-1)" a;; det(Ajj)
i=1

i=1

10



Plan de la preuve
Rappelons qu’on a défini le déterminant par la formule de développement par rapport a la premiére ligne.

» Pour démontrer la formule de développement par rapport a la i-éme ligne, on va utiliser le fait que permuter
deux lignes change le signe du déterminant.

~ En effet, du coup, si on permute la i-éme ligne “vers le haut” de proche en proche, jusqu’a ce qu’elle soit
tout en haut de A, on change le signe du déterminant & chaque fois.

~ Autrement dit, au bout de 7 — 1 permutations, on obtient une nouvelle matrice A dont la premiére ligne est
la i-éme ligne de A et toutes les suivantes sont dans le méme ordre que A. Et cette matrice vérifie

det(A) = (1) det(A)
~ On calcule det(fl) en développant par rapport & la lére ligne pour avoir le résultat.

» La formule sur les colonnes s’en déduit en appliquant celle qu’on vient de démontrer & tA.

Exemple 23
4 0 3 1
4 2 1 0
A= 0 3 1 -1
10 2 3

~ Par rapport a quelle ligne/colonne développer pour minimiser leffort ?

Opérations élémentaires

D’aprés les propriétés du déterminant, on peut effectuer des opérations sur les colonnes C; et les lignes L; de
A, ce qui modifie le déterminant comme suit.

Proposition 24

Si on obtient A a partir de A par :
» L; < L;, ou C; < C; alors det A = —det A
» L; < L + aLj, ou C; < C; + aC} alors det A = det A
» L; < al;, ou C; « aC; alors det A =adet A

Stratégie : on utilise les opérations sur les lignes et les colonnes (notamment la deuxiéme) pour faire apparaitre
le plus de zéros possibles sur une ligne ou une colonne donnée, et on développe par rapport & celle-ci.

11



Exemple 25

4 0 3 1
4 21 0
Reprenons A = 03 1 -1
1 0 2 3

Matrices triangulaires

Proposition 26

Le déterminant d’une matrice triangulaire (ou diagonale) est le produit des coefficients diagonaux.

Preuve :

Applications

Définition 27

Soit A € M,,(R). On note C;; ses cofacteurs. Alors la matrice Com(A) = (Cj;):; € M, (R) est appelée la
comatrice de A

Proposition 28 (Inverse d’une matrice via la comatrice)

Si A est une matrice inversible, alors

1
A= t Com(A
der(ay Comd)

12



Preuve
Montrons que A*‘Com(A) = det(A)I, (que A soit inversible ou non). Le (i, j)-iéme coefficient de A*Com(A)
est donné par Y.;1_; a;,Cji.

e Si i =j, cela donne

n
> ainCi, =

k=1

e Si i #j, appelons A’ la matrice obtenue & partir de A en remplacant L; par L;.

~ Alors A" a deux lignes identiques, donc det(A") =

On note CY; ses cofacteurs, alors on a pour tout k, CJ’-k =Cjpetona:

donc si i # j le (4,7)-iéme coefficient de A*Com(A) est

~ On a donc bien A*Com(A) = det(A)I,. O
Exemple 29
. a b
» On suppose que ad —bc #0. Alors si A = (c d)’ on a
Al =
1 1 0
» Soit A=|0 1 1
1 0 1
Alors
det(A) =
Com(A) =
donc A est inversible et par la proposition précédente, A~ =

13



Méthode de Cramer

Considérons le systéme linéaire

ai1r1+...+a1pnTy = bl
(*)4: <~ AX =B

Ap1X1 + .o+ QppTy = by,

Pour j € {1,...,n}, on note A; la matrice obtenue en remplagant la j-iéme colonne de A par le vecteur-colonne

B:
aiq e b1 e QA1n
A= : :
ap1 .. by ... Gpp
Théoréme 30
Si det(A) + 0, le systéme (x) admet une unique solution X = (x1,...,x,) donnée par
det(Ay) det(A,)
T = vy dn = T
det(A) det(A)

Preuve :

Exemple 31

Considérons le systéme

A= ( ),det(A) = 5 Al = ( ),det(Al): 5 AQZ ( ),det(Ag):

donc la solution de (x) est

14



