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Controle continu 2 - Corrigé A - Groupes TD3, TD5, TDS8, et TD7

Question de cours
Soit F un espace vectoriel de dimension n et {vq,...,v,_1} une famille & n — 1 vecteurs. Que
peut-on dire de cette famille ?

Corrigé :

D’aprés un résultat du cours, toute famille génératrice .7 de E vérifie card(.%) > dim E.

Par contraposée, ici, puisque card({vy,...,v,11}) = n — 1 < dim E,la famille {vy,...,vp11}
n’est pas génératrice.

En particulier, ce n’est pas une base de E.

Exercice 1
Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et # = (f1, fo, f3) une base de E.

1. Montrer que la famille {f; + 2f> — f3, f3 — fa2, f1 + f3} n’est pas libre. Justifier qu’elle n’est
pas non plus génératrice de F.

2. Donner une base de F' = Vect(f1 + 2f2 — f3, f3 — fo, f1 + [3).
3. En déduire dim F'.

Corrigé :
1. Montrons que la famille {’Ul = f1+2fs — f3,00 = f3— fo,u3 = f1 + f3} est liée. Soient
A1, A2, A3 tels que
M (f14+2f2 = f3) + Xa(fs — fa) + A3(f1 + f3) = 0p

alors on a
A+ A3)f1+ 2A = X)) fo+ (A1 + A2 + A3) fs = 0 (1)

Puisque (f1, fo, f3) est une base de E, c’est une famille libre, donc (1) implique

)\1+/\3 :0 )\3 :7)\1
2201 — A2 =0 = QA =2\
“AMt+tAtAs =0 0 =0

Ce systéme admet une infinité de solutions : tous les triplets (A1, 2A;, —A1) pour A; scalaire.
En particulier, Ay = 1, A\ = 2, A3 = —1 est une solution non nulle :

(fr+2f2—=f3)+2(fs = fo) = (f1 + f3) = O
donc la famille {f1 + 2f2 — f3, f3 — f2, f1 + f3} est lice.
Si{fi+2fs—fs,f3 — fo, f1 + f3} était génératrice, comme

card({f1 +2f2 — fs, fs — fo, fi + f3}) =3 =dim E,

ce serait une base de E. En particulier, ce serait une famille libre, ce qui contredit le résultat
qu’on vient d’obtenir. Donc (f1 + 2f2 — f3, f3 — fa, f1 + f3) n’est pas une base de E.



2. Par définition du sous-espace vectoriel engendré, la famille { f1 +2fo — f3, fs — fo, f1 + [3} est
génératrice de F. Cependant, comme on ’a vu en 1., ce n’est pas une famille libre, donc ce
n’est pas une base de F.

D’apres (1), on a vy + 2vgv3 = O donc v = vy + 2v9 est combinaison linéaire de vy et vs.
Donc F' = Vect(vy,ve,v3) = Vect(vy,vq), autrement dit la famille {v1,v9} est génératrice de
F.

Montrons que c’est une famille libre. Soient A1, Ay tels que Ajv; + Aavs = 0. Alors on a
)\1(f1 +2fy — f3) + )\2(f3 — fg) = 0pg donc A\ f1 + (2/\1 - )\Q)fg + (—)\1 + /\2).f3 =0g

d’on, puisque (fi, f2, f3) est libre,

A1 =0
2)\1—/\2 =0 dOnC>\1:)\2:0,
“A1+X =0

et la famille (vq, v2) est libre. Donc c’est une base de F'.

3. On a donc dim F' = card({v1, v2}) = 2.

Exercice 2
On note F le sous-ensemble suivant de R3 :

F={(z,y,2) eR* 2 —y+2:=0,y=x+ z}.
1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de R3.

2. Donner une base de F'. En déduire dim F'.

3. Démontrer (sans calcul!) que toute famille libre de F' est aussi génératrice.
Corrigé :

1. Montrons que F est un s.e.v. de R3.

e Ops = (0,0,0) vérifie les deux équations de F', donc Ogs € F.

e Soient u = (z,y,2),v = (2/,y,2") € F et A\ € R. Montrons que u+ \v = (z + \a’,y +
Ay, z+ AZ') € F. On a d’une part

(x+ X)) —(y+ M) +2z+ X )= (x —y+22)+A (2" —y +22') =0

=0 =0
car uel’ car vEF
et d’autre part

y+ M = (x+2)+A (@ +2) = (z+ ) + (2 + )
~—— ~——

= ’
=Y
car uel car vEF

donc u + Av vérifie bien les équations de F'.

~ F est un sous-espace vectoriel de R3,



2. Déterminons une base de F'. Soit u = (z,y,2) € R3. On a

uGF«z)xy+ZO <:>xy+20 <:>my
—r4y—z=0 =0 _

— u=(z,2,0),xr e R <= u=12(1,1,0),z €R

< u € Vect((1,1,0))

donc F = Vect((1,1,0)), et {(1,1,0)} est une famille génératrice de F. Puisque (1, 1,0) # Ogs,
c’est une famille libre, donc une base de F.

On en déduit que | dim(F) = 1|

3. Soit &/ C F une famille libre de F. Alors card(«/) < dim F' = 1 donc card(«?) = Ooul. On
en déduit que & = {u}, et comme par hypothése 7 est libre, u # Ogs.

Donc Vect(«/) = Vect(u) est un sous-espace vectoriel de dimension 1 de F, qui est lui-méme
de dimension 1 : donc F = Vect(&/) et of est donc génératrice de F.

Exercice 3

On considére "application

f:R® = R?
(,y,2) = (t—y+2z,2 —y+2)
1. Montrer que f est linéaire.
2. Donner une base de Ker(f). L’application f est-elle injective ?

3. Calculer rg(f). En déduire que f est surjective.
Corrigé :

1. Montrons que f est linéaire. Soient u = (z,y, z),v = (2/,y',2') € R® et A\, u € R. On calcule :
flut+t )= flx+ ' y+ M/, 2+ X)) = ((z +2\2') — (y+ M) +2(z + \2), (x + X2') — (y + \Y) + (2 + \2'))
=((@—y+22) +Aa' -y +2¢),(x —y+2) + AN’ -y +2))
=(r—y+2z,z-32)+ N’ -y + 222" —y +2)
= f(u) + Af(v)

Donc f est linéaire.

2. Déterminons une base de Ker(f). Soit u = z,y,2) € R®. On a

r—y+z =0

r—y+2z =0 — r—y+22=0
y=x+z

u € Ker(f) <= f(u) =02 < {

Autrement dit Ker(f) = {(2,9,2) € R}, 2 —y+22 =0,y =2+ 2} = F, ot F est le s.e.v. de
Pexercice 2. En utilisant le résultat de cet exercice, on trouve donc que (1,1,0) est une base
de Ker(f).

On en déduit que Ker(f) = Vect((1,1,0)) # {Ogs }, donc f n’est pas injective.

3. Par le théoréme du rang, on a

dimR? = dim Ker(f) +rg(f), i.e. 3 =1+rg(f),

Or, rg(f) = dim Im(f), donc Im(f) est un sous-espace vectoriel de dimension 2 dans R%. On
en déduit que Im(f) = R?, autrement dit, f est surjective.



