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Question de cours

A quelle condition une matrice A € Mo (R) est-elle inversible ?
Dans ce cas, quel est son inverse ?

i . b . . . .
Corrigé : Une matrice A = <i > est inversible si et seulement si ad — bc # 0. Dans ce cas,

d
1 d —b
Al =
ad — be <—C a>

Exercice 1
Soit o € R. En fonction des valeurs de «, résoudre le systéme :

r+y+az =1
r+ay+z =1
ar+y+z =1

Corrigé : Via l'algorithme du pivot de Gauss, on obtient :

r+y+az =1 r+y+az =1 r+y+az =1
z4+ay+z =14 (a-ly+(1—-a)z =0 S¢ (a-Dy+(1—-a)z =0
ar+y+z =1 l1-a)y+(1-0a?)z =1-a« 2-a-a)z =1-a

Les solutions du systéme vont donc dépendre des racines du polynéme 2 — o — o2, On trouve que le discriminant est 9, d’ott
2—a—a?=—(a—1)(a+2). Donc

e Si a =1, le systéme équivaut & x + y + z = 1, autrement dit, en prenant y et z comme paramétres, z=1—y —z2. Il y a
donc une infinité de solutions données par

S:{(l_y_zay7z)a y»zeR}'

e Si o = —2, le systéme équivaut a
x +vy +az =1
(a—1y+(1—a)z =0
0 =3

La derniére ligne est une contradiction : le systéme n’admet donc aucune solution dans ce cas.

e Si a# 1,—2, le systéme équivaut a

T +vy +az =1 r+y+az =1 T —(ﬁ_z
(a—1ly+(1l—-a)z =0¢ y —z =0 &1y :%ﬂ
(a+2)z =1 z = %ﬁ z = %ﬁ
et il y a donc une unique solution.
Exercice 2
On considére les matrices
1 0 2 L0 1 1
A=|(0 -1 1 €M3(R>, B = e Ma3(R), C= |2 €M31(R)

1 -2 0 2 1 - ’ 1 ’



1. Calculer BA, AC et BAC.

2. Calculer A2 et A3.

3. Calculer A3 — 41I3. En déduire que A est inversible et donner son inverse.

Corrigé
2 =2 2 3 0
1.BA< ),AC’ -1 ,BAC()
1 1 5 8
-3
3 —4 2 5 0 2
2.42=[1 -1 —1|,4%={0 3 1
1 2 0 1 -2 4
1 0 2
3. Onadonc A3 —4I3;= (0 —1 1| = A, d’ou A2 — A = 4I5. Donc iA(A2 —I3) = i(A2 —I3)A = I3 donc A est inversible
1 -2 0
d’inverse
1 1 2 -4 =2
A71 = Z(AQ - 13) - Z 1 —2 —1
1 2 -1

Exercice 3
Soient D et D' € M,,(K) deux matrices diagonales :

M 0 ... 0 ur 0 ... 0
0 X ... O 0 pz ... O
D=| . . . D= . . }
0 0 M\, 0 0y

1. Pour n = 4, calculer DD’.
2. Toujours pour n = 4, en déduire D? pour p € N.

3. Qu’obtient-on pour n quelconque ?

Corrigé

1. Pour n =4, on a

)\1 0 0 0 M1 0 0 0 /\1#1 0 0 0
DD, _ 0 /\2 0 0 0 125 0 0 _ 0 )\2#2 0 0
- 0 0 )\3 0 0 0 M3 0 - 0 0 )\3,LL3 0
0 0 0 XN 0 0 0 g 0 0 0 Agfig
Ay 0 0 0
) 0 X 0 o0
2. Montrons pas récurrence sur p € N que DP = P .
0 0 A3 O
0 0 0 M
Ao 0 0
. 0 Ay 0 o0
. _ ; 0_ 71 _ 2
Initialisation : Pour p = 0, on a bien D" = I, = 0 0 )\g 0
0 0 0 X

Hérédité : Supposons la proposition vraie au rang p et montrons-la au rang p+ 1. On a

X0 0 0\ /M 0 0 0 APFE .0
0 X 0 o0 0 X 0 0 0 At
p+l _ prp — 2 2 — 2
DFm=D"D=10 %5 x oflo o xn o | o 0 A
0 0 0 X/J\0o 0 0 M\ 0 0 0 At

o O o



3. On considére maintenant des matrices diagonales D, D’ de taille n x n. On a alors :

e Le coeflicient en position (i,7) de DD’ est donné par
n
(DD")i; =Y DixDy;
k=1

Or D;;, = 0 sauf si k = 7, auquel cas D;; = ;. De méme, D;Cj = 0 sauf si k = j, et alors D;-j = ;. Donc (DD’);; =0
sauf si i = j et (DD');; = A\jp;. On a donc

)\1[141 0 PN 0
0 )\2/12 e 0
DD = ) . )
0 ... 0  Appin
AP0 ... 0
0 N ... 0
e Montrons par récurrence sur p que DP = | | . .
0 0o
N0 .0
0 A ... 0
Initialisation : Pour p = 0, on a bien D° = I,, = . ) .
0 ... 0 X
Supposons la propriété démontrée au rang p et montrons-la au rang p + 1. On a DP*! = DP . D, or, par hypothése
A0 ...0
0 X ... 0
de récurrence, DP = | | ) . | - En utilisant la question 1, on a donc
0o ... 0 X
My 0 ... 0 D | O
0 MXx ... 0 ptl
Dp+1:Dp.D: . 22 . = O AQ o O
0 e 00 AR, 0 N (VA

ce qu’il fallait démontrer.



