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Epreuve de seconde session 2022 - Corrigé
Durée : 2h.
Aucun document ni appareil électronique n’est autorisé.
La précision de l’argumentation sera une part importante dans l’évaluation : Justifiez
toutes les réponses.
Montrez-moi ce que vous savez faire!

Exercice 1 ((/7pts)) On considére les sous-ensembles suivants de R :
F={(z,y,2) € R® y — 3z + 42 = 0}
G = Vect(uy = (0,1,1),uz = (2,3,2))
1. (/2 pts) Déterminer une équation de G.

Corrigé : Soit v = (z,y,2) € R3. Alors v € G ssi il existe o, 3 € R tels que
v = auy + Bug, ce qui revient a dire qu’il existe (v, ) solution du systéme

260 = x a + 28 = z
a + 38 =y — < a + 36 =y
Lg(—)L]
a + 28 = =z 28 =
a + 28 =y
— = y—z
LQ%LQ*Ll ﬁ y o
206 = =x
a + 28 =y
<~ = —
L:;*)L372L2 B y “
0 = z—-2y+2z

~ Ce systeme a des solutions ssi © — 2y + 2z = 0. On en déduit que

G ={(z,y,2) € R® z — 2y + 22 = 0}

Une remarque : Soit v = (z,y, z) € R3. Alors

det(v,ur,u2) =|y 1 3 = y 1 3|=(-1)*2%.1.
R ) B PR B | z—y -1

=(-Dz—-2(z—y)=—(x—2y+22)

Est-ce une coincidence ?
Attention : Le fait que G = Vect(u; = (0,1,1),us = (2, 3,2)) n’implique pas que

y+2=0,2x4+3y+22=0

(ou tout autre variation du genre (y + z) + (22 + 3y + 22) = 0) est une équation de
G D’ailleurs, w1 et us ne vérifient aucune de ces équations.



2. (/3 pts) Donner une base et la dimension de F', G et FNG.

Corrigé :
« Base et dimension de F' : Soit v = (,%,2) € R3. Alors

veEF <= y—-3r+42=0 <= y=3x -4z
— v=(x,3x —4z,z) = x(1,3,0) + 2(0,—4,1)
< v € Vect((1,3,0),(0,—4,1))

~ {v; = (1,3,0),v2 = (0, —4,1)} est une famille génératrice de F.
De plus, v1 et vo ne sont pas colinéaires, donc c¢’est une famille libre.

~ (v1,v2) est une base de F', et .

» Base et dimension de G : {uj,u2} est une famille génératrice de G.
De plus, uq et us ne sont pas colinéaires, donc c¢’est une famille libre.

~ (u1,u2) est une base de G, et .

« Base et dimension de FFNG : Soit v = (z,y,2) € R3.

Méthode 1 : Avec les équations On a :

vernG e [T BT fr e

<~
—3z + Y+ 4z =0 La2—L2+3Ly —5y + 10z =0

=2y —2z=72
{x ymEeEss s v=(22,22,2) = 2(2,2,1)

Yy =2z
<= v e Vect((2,2,1))

~ {(2,2,1)} est une famille génératrice de F N G.
De plus, ce vecteur est non nul, donc c¢’est une famille libre.
~ ((2,2,1)) est une base de FNG, et [dim FNG =1,

Méthode 2 : Avec les bases. On a v € F'N G ssi il existe o, § € R d’'une part,
et A\, u € R d’autre part, tels que

L5 28 =X\ =z
v =ou u
{ ! g a+38=3\—4u =y
v = Av1 + pvo
a+28=unu =z
a + 20 - u =0
= a + 38 — 3X 4+ 4p = 0
26 — A = 0
a + 28 - p o=
L2—<>?>2—L1 fr= 3%+ Bu =
26 — A = 0
a + 28 — uw =0
LsTal 2Ly fo—3r+ dp =10
S5A — 10p = 0
a =—p
= {8 =up
A =2u



ce qui nous donne v = —puy + puz = p(ug —ui) = p(2,2,1) € Vect((2,2,1)).
(On a aussi v = 2uvy + pvg = u(2v1 + v2) = p(2,2,1))
~ {(2,2,1)} est une famille génératrice de F' N G.

De plus, ce vecteur est non nul, donc c’est une famille libre.
~ ((2,2,1)) est une base de FF NG, et ’dimF NG=1 ‘

Méthode 3 : Pourquoi pas les deux? On a v € F NG ssi il existe o, 8 € R
tels que

au + Pus =0 PN r=20, y=a+38, z=a+2p
—3z+y+4zr =0 —3rz+y+4r=0
r=20, y=a+38, z=a+ 24
—3(208) + (a+38)+4(a+25) =0
r=20, y=a+38, z=a+2p
Sa+58 =0
doncon a a = —f ie. v = P(ug —u1) = 5(2,2,1) € Vect(2,2,1).

~ {(2,2,1)} est une famille génératrice de F' N G.
De plus, ce vecteur est non nul, donc c¢’est une famille libre.
~ ((2,2,1)) est une base de FF NG, et ’dimF NG=1 ‘

Attention : Comme pour la question 1, mais a l’envers : le fait que I’équation de
F est y — 3x 4+ 4z = 0 ne nous dit pas que (—3,1,4) est une base de F. D’ailleurs,
ce vecteur n’est pas dans F'!

Il y a bien un lien entre le vecteur (a, b, c) et le plan d’équation ax + by + cz = 0,
mais cela implique les notions d’orthogonalité et de produit scalaire, que vous verrez
I’an prochain.

En résumé (pour ceux qui ont vu au lycée le produit scalaire dans 'espace!), I'en-
semble {(z,y, 2) € R, azx + by + cz = 0} est I'ensemble des vecteurs dont le produit
scalaire avec (a,b,c) fait 0 : donc c’est ’ensemble des vecteurs perpendiculaires a
(a, b, c), tandis que Vect((a, b, c)) est 'ensemble des vecteurs qui ont la méme direc-
tion que (a,b,c).

3. (/1 pts) Calculer la dimension de F' + G. En déduire F + G.
Corrigé : On a donc

dim(F + G) = dim F + dim G — dim(FNG) =2+2—1=3

Donc F + G est un sous-espace vectoriel de dimension 3 dans R3.
Donc | F + G =R3|.

4. (/1 pts) F et G sont-ils supplémentaires dans R3 ?
Corrigé : On a obtenu que F + G = R? mais F'N G # {Ops},

donc F' et G ne sont pas supplémentaires.

Exercice 2 ((/9 pts)) Soient a,b € R. On considere I’application

x ax + (bx + 1)y + 2
f:lyl erRd z+ay+z e R3
z r+y+(a+b)z+b>—b



1. (/2 pts) Montrer que f est linéaire ssi b = 0.
Corrigé : On procede par double implication.

Supposons que f est linéaire, et montrons qu’alors b = 0.
Puisque f est linéaire, on a f(Ogs) = Ogs. Or, f(0,0,0) = (0,0,b? — b) donc on doit
avoir b2 —b =0, ce qui donne b=0 ou b = 1.

Or,sib=1,0ona
flx,y,z) =(ax +bxy+y+z,2+ay+ z,x +y + (a + b)2)
donc
2f(1,1,0) = 2(a+b+1,1+4a,2) = (2a+2b+2,2a+2,4) et f(2,2,0) = (2a+4b+2,2a+2,4)

Or comme f est linéaire, on doit avoir 2f(1,1,0) = f(2,2,0), donc 2a + 2b + 2 =
2a + 4b + 2 ce qui donne b = 0.

Supposons que b = 0 et montrons que f est linéaire. Soient u = (x,y,2),v =
(2,9, 2") € R3, X € R. On calcule

flu+ ) = flz+ X2,y + M/, 2+ \2)
= (a(z + X2") + (y+ M) + (2 + A2), (x + A\2’) + aly + N\Y) + (2 + \2),
(x+X2') + (y+ M) +a(z + \2'))
=(ax+y+z,xtay+z,x+ytaz)+Nar' +y + 22 +ay + 2,0+ +a?)
= f(u) + Af(v)

donc f est bien linéaire.

Attention : Il ne suffit pas de montrer que si b = 0 alors f est linéaire! Pour
montrer "ssi", il faut aussi montrer le "seulement si' : autrement dit, que si b # 0
alors f n’est pas linéaire.

On suppose maintenant b = 0.

2. (/1.5 pt) Donner la matrice de f dans la base canonique de R3.

Corrigé : On note %y = (e1, €2, e3) la base canonique de R?, et on calcule

f(el) Zf(l,O,O) = (avlvl) a 1 1
f(e2) = f(0,1,0) = (1,a,1) [f]%() =11 a1
f(€3) :f(0,0,l) - (1,1,@) Lla

3. (/3 pt) Déterminer, en fonction de a, dim Ker(f) et rg(f).
Corrigé :

« Dimension de Ker(f) : Soit v = (x,y,2) € R?, alors

ax+y+z =0
veKer(f) <= f(v)=0rs <= Sax+ay+2z =0
r+y+az =0
r+y+az =0
<~ sz+ay+z =0
L1HL2
ar+y+z =0



r+y+az =0
(a—Dy+(1—-a)z =0

-
LQ(—LQ*Ll,L3%L373L1
1—a)y+(1—-a*z =0

r+y+az =0
Lgﬁ‘rLQ (a—Dy+(1—a)z =0
(2—a—a?z =0
r+y+az =0
L3<jL:3>:rL2 (a—Dy+(1—a)z =0
(I—-a)2+4a)z =0

On sépare donc plusieurs cas :

Dans ce cas,

r+y+z=0
veKer(f) <= <0=0 — r=—-y—2z <= v=y(—1,1,0)+2(-1,0,1)
0=0

donc Ker(f) = Vect((—1,1,0),(—1,0,1)). Ces deux vecteurs forment une famille
génératrice de Ker(f), et comme ils sont non colinéaires, c’est une famille libre,

donc une base de Ker(f). On a donc dans ce cas ‘dim Ker(f)=2 ‘

Dans ce cas,

r+y—22=0 B
veKer(f) < {-3y+32=0 = {m _Z;U:—y—z<:>v:z(l,l,1)
y ==z
0=0

donc Ker(f) = Vect((1,1,1)). Ce vecteur forme une famille génératrice de Ker(f),
et comme il est non nul, c’est une famille libre, donc une base de Ker(f). On a

donc dans ce cas ‘dim Ker(f) =1 ‘

Dans ce cas,

T +y+az =0 z =0
veKer(f) <= ((a—1y+(1—-a)z =0 < qy =0 <= v=_0ps
z =0 z =0

donc Ker(f) = {Ors} et ‘dimKer(f) =0 ‘

« Calcul de rg(f) : Par le théoréme du rang, on a = rg(f) = dimR? — dim Ker(f)
donc

—sia=1,rg(f)=3-2=1

—sia=-2,rg(f)=3-1=2

—sia#1,-2,rg(f)=3-0=3.

4. (/1.5 pt) Pour quelles valeurs de a, f est-elle un isomorphisme ?

Corrigé : f est un isomorphisme ssi f est injective et surjective, ce qui équivaut a

dim Ker(f) = {Ogs} et Im(f) =R3 <= dim(Ker(f)) =0 et rg(f) = dimIm(f) = 3



et on a vu que c’était le cas si, et seulement si,

a;«életa;&—Q‘.

On suppose maintenant a = 1
5. (/1.5 pt) Donner la matrice de f dans la base

‘@1 = (Ul = (17171)7U2 = (1707 _1)7U3 = (07 1’ _1))

Corrigé : On calcule

f(v1) = f(1,1,1) = (3,3,3) = 3v1 + Ovg + Ovz
f(v2) = f(1,0,-1) = (0,0,0) = Ovy + Ovg + Ovg donc [f]e, =
f(v3) = f(0,1,-1) = (0,0,0) = Ovy + Ovy + Ovs

o O W
o O O
o O O

6. (/1.5 pt) En déduire que, pour tout n € N, f"(vy) = 3"v;.

Corrigé : On a, pour tout n € N,

[ (D)l = [f]%, [01]a

OO = OO =

I
-~
w
co %

I

w

3

donc on a bien f™(v1) = 3"v;.

Exercice 3 ((/4 pts)) Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, et f : B — R
une application linéaire.

1. (/1.5 pts) Montrer que si f n’est pas la fonction nulle, alors f est surjective.

Corrigé : Im(f) est un sous-espace vectoriel de R, donc dim(Im(f)) < dimR = 1.
Il y a donc deux possibilités :

o Soit dim(Im(f)) = 0; mais alors Im(f) = {0}, autrement dit pour tout = €
E, f(z) = 0. Donc, dans ce cas, f est la fonction nulle.

o Soit dim(Im(f)) = 1; mais alors Im(f) = R, autrement dit f est surjective.

2. (/1.5 pts) On suppose f surjective. Donner dim Ker(f).
Montrer que Ker(f) admet un supplémentaire de dimension 1.

Corrigé : Si f est surjective, alors par le théoréme du rang,
dimKer(f) =dimE —rg(f) =n—1

donc il existe une base (e, ...,e,—1) de Ker(f) a n — 1 éléments.

D’apres le théoreme de la base incompleéte, il existe u # Og tel que (eq, ..., ep—1,u)
est une base de E.

Mais dans ce cas, si on pose F' = Vect(u), alors F' est un s.ev. de dimension 1 de E,
et, puisque I'union de la base {u} de F et de la base {e1,...,e,—1} de Ker(f) est
une base de E, F' est un supplémentaire de Ker(f).



3. (/1 pts) On note Ay = (1) la base canonique de R.
Déduire de la question précédente qu’il existe une base £ de F telle que

[f]2,2, = (0 .. 0 a)
avec v # 0.
Corrigé : Calculons la matrice de f dans la base 8 = (eq, ..., e,—1,u) de la question
précédente. Alors
e1, e, ....en € Ker(f) donc f(e1) = f(e2) = ... = f(en—1) =0

u ¢ Ker(f) donc f(u) # 0

Alors, si on note o = f(u), la matrice de f dans les bases % et % est bien

[f].@,,%OZ(O ... 0 a)



