Chap 0 - RAPPELS DE CALCUL DIFFERENTIEL

Ou l'on rappelle que les applications linéaires, c¢’est mieux

1 De la dérivée a la différentielle
Dérivée classique: les fonctions réelles

Définition 1
Soit f : I C R — R une fonction définie sur un intervalle, et soit a € I.

fla+h) - f(a)

a une limite
h

On dit que f est dérivable en a si le taux d’accroissement de f en a,

quand h — 0.

On note cette limite f'(a); on a donc

fla+h)—fla)
Y - f'(a) el

et si f est dérivable en tout point a € I, ceci définit une fonction f' : a € I — f'(a) € R, qu'on
appelle la dérivée de f.

~» Comment peut-on généraliser & des fonctions définies sur des e.v.n. ?

Un cas “facile”: fonctions vectorielles & une variable

Soit (F,|.]|r) un e.vn., f: I C R — F une fonction a valeurs dans F, et tg € I.

Comme on sait calculer des limites dans un espace vectoriel normé, commme F', on peut généraliser
directement la définition précédente:

Définition 2

On dit que f est dérivable en tg s’il existe un vecteur f’(tg) € F tel que

f(to +h) — f(to)
[

— 0
F h—0

— f'(to)

On dit alors que f'(ty) est la dérivée de f en ty.

~> Que faire si f: U C E — F est définie sur un e.v.n. (E,|.|g) ?



Dérivée directionnelle

Soit donc f : U C E — F une fonction définie entre deux e.v.n. Cette fois, la définition précédente ne peut
pas étre généralisée: sia € U C E et si h € E est tel que a+ h € U, on ne peut pas définir

fla+h) = Fay
h

car on ne peut pas diviser par un vecteur comme h. C’est un probléme.

Solution 1: On se raméne de force a une seule dimension en étudiant les variations de f dans une seule
direction donnée par un vecteur v € E: autrement dit, au lieu d’étudier f sur U, on regarde la fonction

fo:tel, — fla+tv)

ou I, est un intervalle tel que pour tout t € I,, a +tv € U.

Question bonus : Pourquoi est-ce que I, est un intervalle ouvert qui contient 0 7

N

Figure 1: Source: |https://www.geogebra.org/m/t2q3pvtz|

Ici, on voit en orange le graphe de la fonction f : (z,y) € R? = 1+ % + sin (%y), et en bleu la courbe
qui représente la fonction f, avec v = (2,-3) et a = (1, —1).

Définition 3

Pour a € U et v € F, on dit que f est dérivable en a dans la direction de v si f, est dérivable en 0,
autrement dit, s’il existe un vecteur u € F' tel que

[ferm=t ) o

—u
t

On note alors u = %(a) € F et on I'appelle la dérivée directionnelle de f en a dans la direction de

Une illustration: https://mathinsight.org/applet/directional_derivative_mountain



https://www.geogebra.org/m/t2q3pvtz
https://mathinsight.org/applet/directional_derivative_mountain

Exemple

Considérons a = (1,2),v = (1,1) et : (z,y) € R? = 22 — y3 € R: on a alors

fla+ tz;) —f(a) _ %((1 +1)? (241 — (7))

1
= S(=10t - 5t2 — t3)

=—10—5t —¢2
_of
oo =g,

Dans le cas particulier ou £ = R" : Dérivées partielles

Si £ = R", il y a des directions particuliérement intéressantes: celles des vecteurs de la base canonique
(e1,...,€n).

Définition 4

Si f admet une dérivée en a dans la direction de e;, on I'appelle la i-iéme dérivée partielle de f, et on
/ (a). On a donc

%

la note

— 0 1e.
F t—0

[forier=s o1,

Hf(al...,ai+t,...,an)—f(a) 8f

Figure 2: Source: |https ://www .geogebra.org/m/ t2q3pvtz|

Ici, on voit & nouveau en orange le graphe de la fonction f : (z,y) € R? — 1+ % + sin (%y), et en bleu
les graphes des fonctions partielles en a = (1, —1).


https://www.geogebra.org/m/t2q3pvtz

Remarque 5

Calculer la i-éme dérivée partielle revient a considérer la fonction
pitel— f(al,...,ai,l,t,aiﬂ,...an) eF

obtenue en fixant toutes les variables a x; = a; sauf la i-éme a la valeur qui nous intéresse : si elle
existe, la i-éme dérivée dérivée partielle de f en a est la dérivée de p; en a;.

Exemple: Toujours avec f(x,y) =22 —y3 on a

1

- (f((@,y) +ter) = f(=,y)) iy
- %((.’L‘ * t)2 B yS - (.%2 B y3)) 200
:2$+tw2$:%(m’y) u;o

L (f((wy) + tea) - f(.0) o
= %(l’z —(y+1)3 = (2% =)

af
==3y" =3yt — 7 — =3y = 9y(ﬂsay)

~ Trés bien, mais y a t-il moyen de "dériver" en tenant compte de toutes les directions en méme
temps 7

DL a l'ordre 1 et approximation par une fonction affine

Revenons a la dérivée classique pour les fonctions R — R. Géométriquement, la dérivée en a détermine la
tangente au graphe de f en a: c’est la droite qui “approche” le mieux f au voisinage de a. Plus formellement,
si on note

R(h)= fla+h) —(f(a)+hf'(a)) (1)
f au voisinage de a affine

alors f est dérivable en a si R(h) tend vers 0 “assez vite” quand h — 0, autrement dit, si

1 :
ER(h) — 0, i.e. R(h)=o(|h]).

C’est cette idée qu'on va généraliser:
Définition 6
N Soit f : U C E — F une application entre deux e.v.n. On dit que f est différentiable en a € U s’il
existe L € L(E, F) telle que, pour tout h € E assez petit,

1
12/l 2
On appelle L la différentielle de f en a, et on la note D f(a).

fla+h) = f(a) + L(h) + R(h) avec 1B F ——= 0




e Pour chaque a € U ou f est différentiable, D f(a) est une application linéaire continue sur E :

\Df(a) € c(E,F)\

e Pour h € E, on note D f(a)(h) son image par cette application: donc

\Df(a)(h) eF\

est un vecteur de F.

~ Attention & ne pas les confondre !

Différentielles et dérivées directionnelles

Si f est différentiable en a € U, elle admet des dérivées directionnelles en a dans toutes les directions: c’est
en ce sens que la différentielle permet de dériver “dans toutes les directions en méme temps”.

Proposition 1

Si f est différentiable en a, alors pour tout v € E, f admet une dérivée directionnelle dans la direction
de v et

of , .
L () = Df(a)(0)

Preuve: Puisque f est différentiable en a, on a, pour tout h € F,

1
gl

fla-+h) = f(a) + Df(@)(h) + R(h) avee ——||R(h)]|r — 0

Soit v € E, on calcule

S+ 1) = f(a)) = 1 (DF(@)(1) + R@w) = Df(@)(v) + 7R(tv)
——
O
Eemarque 7

En particulier, si E = R" et si f est différentiable en a, alors f admet une dérivée directionnelle dans

la direction de e; pour i = 1,...,n. Autrement dit, si f est différentiable en a € R™, alors f admet des
dérivées partielles en a.
De plus, par linéarité, pour tout v = (vy...,v,) € R, on a
n
of
D)) = vis(a) &)
i=1 ¢




Quelques cas particuliers

e Lien dérivée-différentielle pour les fonctions d’une seule variable: Si £ = R, et si f est différentiable en

a, alors, par linéarité de D f(a), on a, pour tout h € R, Df(a)(h) = hDf(a)(1) € F, donc

1 ‘f(aJrh)—f(a)
Al h

On obtient donc que Df(a)(1) = f/(a).

[f(a+h) = fa) = Df(a)(h)|r = — Df(a)(1)

F

Réciproquement, si f est dérivable en a, alors pour tout h € R tel que a + h € U, on a, par la formule
de Taylor a 'ordre 1,

fla+h) = f(a)+hf'(a) + o(h) = f(a) + L(h) + R(h)

avec L(h) = f'(a)h et R(h) = o(h) donc ﬁR(h) — 0.

~» Donc si f est dérivable en a, f est différentiable, et Df(a): h € R+~ f'(a)h € F.

e Gradient des fonctions a valeurs dans R: Si F' = R et E = R", alors Df(a) : R" — R est une forme
linéaire. Mais alors, par le théoréme de représentation de Riesz, il existe un unique vecteur v € R" tel
que

VheR" Df(a)(h) = (v,h)
ou (.,.) est le produit scalaire habituel sur R".

On appelle ce vecteur gradient de f en a, et on le note Vf(a). On a donc

)
87{1 (a)

Vf(a) = : €R”

ai{, (a)

Remarque: On peut en fait faire ¢a dés que E est un espace de Hilbert (mais pas si E est n’'importe
quel préhilbertien: il faut qu’il soit complet. On en reparlera.)

e Jacobienne des fonctions R™ — RP Si £ = R", F' = RP, notons

frx=(x1,...,2) €U CR" = (fi(x),..., fp(z)) € RP

Alors; si f est différentiable en a, Df(a) € L(R",RP) admet une représentation matricielle (dans les
bases canoniques de R™ et RP): on appelle cette matrice la matrice jacobienne, notée Jac f(a).

Donc, la j-iéme colonne de Jac f(a) est donnée par les coordonnées du D f(a)(e;) dans la base canonique
de RP.

Or, Df(a)(e;) est la dérivée directionnelle dans la direction de ej, autrement dit c’est la j-iéme dérivée

partielle de f en a:

of o of,
Dfa)(es) = 5-(a) = (axj(ax - 8lﬁj(a))

La matrice jacobienne est donc donnée par

L) ... Sh(a)
Jac f(a) = : . :
e(a) ... §2(a)


https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_repr%C3%A9sentation_de_Riesz_(Fr%C3%A9chet-Riesz)

— La i-iéme ligne de Jac f(a) est la matrice de D f;(a) € L(R™,R).

— La j-iéme colonne de Jac f(a) est la j-iéme dérivée partielle %(a) € RP.

Lien entre toutes les facons de dériver
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Figure 3: Les contre-exemples 1,2.3,4 sont sur la feuille de TDO

2 Applications de classe C!
Si f est différentiable en a pour tout a € U, on peut donc définir une application
Df:acUw Df(a) € L(E,F)

ot l'e.v. L(E, F) est muni de la norme des applications linéaires ||L||z(z,r) = sup|jy) ,=1 [|L(2)|F-

A Attention, DF n’est pas la différentielle de f: c’est une fonction définie sur I'ouvert U, & valeurs dans
le.v.n des applications linéaires continues E — F. Donc, pour tout a € U, Df(a) est linéaire, mais D f,
par contre, n’est pas (nécessairement) linéaire.

Définition 8
On dit que f est contintiment différentiable (C') sur U si f est différentiable en tout a € U et si

Papplication

acUCEw~ Df(a) € L(E,F)

est continue. On note ¢'*(U) I'ensemble des applications contintiment différentiables sur U.




Cas particulier: Dans le cas ot E = R*, F = RP, f € CY(U) ssi 'application a € U ~— Jac f(a) €
My (R) est continue. C’est le cas si, et seulement si, les coefficients de la matrice Jac f(a) dépendent
contintiment de a sur U. Ce qui nous ameéne a:

Théoréme 9

Soit f : U C R™ — RP. Alors

fe€(U) «— Viec[l,n], (:(: cUwr gf (z) € Rp) € €°(U,RP)

Ty

f]

(U R).

Opérations sur les différentielles

Linéarité Soient f,g: U C E — F, \,u € R. Si f et g sont diff. en a € U alors Af + ug aussi et
| DO\ + pg)(a) = ADf(a) + nDg(a) |

Composition 1 Soient f: U CE — F diff. enaet g: VCF — G t.q. f(U) CV et gdiff. en f(a).
Alors go f : U — G est diff. en a et

| D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a)]
Composition 2 Si F =R" F =R?P, G = R4, alors cela donne:
[Jacgo f(a) = Jacg(f(a)) - Jac f(a) |

Composition 3 Si E = R"F =RP, G =R, alors go f : R® — R a des dérivées partielles en a données
par:

(g - 9 8f]
8371 z:: 87 Bacl( @)

Exemple: Considérons f:z € R"\ {0} — [jz|l2 € R
~» On peut écrire f = g o g avec

qg:z € R"\ {0} — (z,2) e RY
g:ueR, —»VueR
Alors, pour x € R™\ {0}
e ¢ est quadratique, donc diff. en x € R™ \ {0} et Dg(x)(h) = 2(z, h);
e g est dérivable, donc différentiable en v = q(z) = (x,x) et Dg(u)(t) = ¢'(u)(t) = ﬁ;

donc f est différentiable en = et on a

D (a)(8) = Datate))(Date) (1) = Dyla(e))2le. 1) = - e
af _ . dq 1 Z;
oz, @) =9 ([(2)) 5 ~(x) = zm T, ;) = Tzl



Dérivées partielles d’une application composée

Proposition 2

f:U C R" — RP différentiable en a € U
g :V € RP — R différentiable en f(a) € V

Alors go f : R™ — R a des dérivées partielles en a données par:

, (g . 9 af]
< < - s
Pour 1 <i<mn, axl gz ay; 8% (a)

Exemple: Coordonnées polaires

Considérons f : (r,0) € U = R%.x]0,27[ ~ (rcos,rsinf) € R
g: f(U) — R différentiable, et h =go f: (r,0) — g(rcosé,rsinf)

Alors pour a = (rcosf,rsinf),

%( ) = Ggg( )—I—smﬁgz( ) %(a) = —rsinﬁgi(a)—i—rcosﬁgg(a)
Preuve: On a
sacg(7(@) = (@) 5 (1(@).
B ... )
Jac f(a) = : " :
ORI A0

En appliquant la formule pour le produit matriciel, on obtient

a(g;f) (a) = (Jacgo f(a)),; = Z(Jacg(f(a))lk Jac f(a)w;)

3 Accroissements finis

Pour les fonctions réelles, le TAF permet de passer de l'information locale donnée par la dérivée a une
information globale:
Théoréme 10 (Théoréme des accroissements finis)

Soit f : [a,b] — R dérivable sur ]a,b| et continue sur [a,b]. Alors

— Seelab] ta. f(b) - f(a) = f(e)(b—a).

9



~» Peut-on généraliser ce théoréme ? En appliquant le TAF & la fonction

g:t€[0,1]— fla+tb—a))

on démontre la généralisation suivante pour les fonctions définies sur E a valeurs réelles:

Proposition 3

Soit f : U C R™ — R une fonction différentiable sur un ouvert convexe U. Alors pour tous a,b € U, il
existe c € [a,b] = {x € U,3t € [0,1],x = a +t(b—a)} tel que

f(0) = f(a) = df (c)(b - a)

Toutefois, on ne pourra pas obtenir d’égalité pour les fonctions & valeurs vectorielles.

Contre-exemple: Considérons ¢ : t € [0, 27] > (cos(t),sin(t)) € R?: ¢ est continue sur [0, 27] et dérivable
sur |0, 27[, mais

¢(2m) — ¢(0) = (0,0) # 27¢'(c)
quel que soit ¢ €]0, 27[, puisque ||¢'(¢)|| = ||(—sin(c), cos(c))|| = 1, donc ¢'(c) # (0,0).

Inégalité des accroissements finis

On obtient en revanche l'inégalité suivante

Théoréme 11

Soit f: U C R™ — RP une application €' sur un ouvert convexe U C R". Soient a,b € U.
On suppose que sup.ciq ) | Df(¢)|| cmn re) < 00. Alors

1F () = fla)ll < max [Df(a+t(b—a))ll - I —al.

On I'utilise généralement sous la forme
Corollaire 1

Soit f : U C R™ — RP € €Y(U). On suppose qu’il existe C' > 0 tel que pour tout x € U, |[Df(z)|| < C.
Alors pour tous a,b € U,

1F(0) = fla)ll < Clb — all

En particulier, si D f(z) = 0 pour tout x € U, alors f est constante.

Preuve du théoréme: Notons M = maxo<i<1 ||Df(a+t(b—a))||. Il s’agit donc de montrer

17 (0) = fla)ll < M]|b— all.

Soit € > 0, on va montrer que

1£(b) = fla)]| < (M +€)||b— all.
autrement dit que, pour ¢t = 1,

[f(a+t(b—a)) = fla)]| < UM +€)|b - af

10



autrement autrement dit, en posant
Ae = {t € [0, 1], [[f(a+t(b—a)) = fla)[| < (M +)[|b - all},

on veut montrer que 1 € A..

Remarquons que A. = g=1([0, +o0]), avec
9:(t) = t(M +€)|[b - all = | f(a + t(b— a)) — f(a)ll € C°([0,1],R).

Donc A est un fermé de [0, 1] compact, donc c’est aussi un compact: A. admet donc un maximum .

~» On va montrer que tg = 1. Supposons, par ’absurde, que tg < 1. Alors on a

pour tout t € |to, 1],||f(a + t(b—a)) — f(a)|| > t(M + ¢€)||b — al
tandis que || f(a +to(b—a)) — f(a)|| < to(M +¢€)[|b— al|

donc, en soustrayant ces inégalités, par inégalité triangulaire inversée, on a:
[f(a+tb—a)) = fla) = (fla+to(b—a)) = fa))l = (¢t = to)(M + £)[[b — al
ceci donne, en divisant par t — tg,
[1Df(a+to(b—a))(b—a)l| = (M +e)llb—al = [[Df(a+to(b—a))l| = M+e
ce qui est absurde. Donc tg =1 et 1 € A, ce qui donne
[f(a+(b—a)) = fla)ll = [f(b) = fla)l < (M +e)||b—al

Ceci étant vrai pour tout €, on obtient 'inégalité requise en faisant € — 0. O

4 ¢'-diffefomorphismes
Définition 12
Soient U,V ouverts dans R™. Une application f : U — V est un ¢ -difféomorphisme si

o fest €' surU

e [ est bijective et I'application réciproque f~! est de classe €' sur V.

A 11 ne suffit pas que f soit €' et 1bijective. Par exemple, f :z € R — 23 € R est C! sur R, bijective,
mais la réciproque f~!':z € R+ 23 € R n’est pas différentiable en 0.

Soit f: U — V un € -difféomorphisme, alors f~! o f = Idy. Donc, pour tout = € U,

D(f~)(f(@)) o Df(x) = D(f " o f)(x) = D1dy(x) = Idy
Autrement dit, D(f~1)(f(x)) est application linéaire inverse de D f(z):

D(f")(y) = Df(z)~" pour y = f(x) € V.

En particulier, Jac f(z) est une matrice inversible: on ne peut donc pas avoir de difféomorphisme entre
des ouverts de R™ et RP pour n # p.

11
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