Université Paris 1 Panthéon-Sorbonne
L3 MIASHS 2020-2021
Compléments d’analyse

Exercices de révision : Rappels de théorie de la mesure

Exercice 1 Soit (X,.7) un espace mesurable et uy,us : .7 — [0, +00] deux mesures
sur (X,.7).

o Montrer que p = uj + po est une mesure sur (X, 7).

« Montrer que LY X, 7,p) = LYX, T, 1) NLYUX, T, us).

« Montrer que pour tout f € LY X, 7, p),

o tdu= [ sam+ [ s

Exercice 2 Soit (X,.7) un espace mesurable et f € .£°((X, 7);R).

1. Montrer que o(f) = {f~1(B), B € Z(R)} est une sous-tribu de .7, et que c’est la
plus petite tribu telle que f soit mesurable de (X,o(f)) dans (R, Z(R)).

2. Montrer que Z°((X,0(f));R) = {po f,p € Z°((R, Z(R);R)}.

Exercice 3 Soit (X, .7, ;) un espace mesuré et (f,,)n € (Z°((X,7);R.))N une suite
de fonctions mesurables positives. Montrer que

/;(an)du—Z/;fndu

neN neN

En déduire que si la série de terme général a, = [y fn du converge, alors f, — 0 p-
presque partout sur X.

Exercice 4 Soit X un ensemble non vide. On considére ’espace mesurable (X, P(X)),
sur lequel on définit
u:AeP(X)— Card(A) € [0, +00]
1. Montrer que g est une mesure sur (X,P(X)). On l'appelle mesure de comptage
sur X.
2. Déterminer les ensembles p-négligeables de (X, P(X)).

3. Montrer que la mesure de comptage sur (N, P(N)) est o-finie, mais que la mesure
de comptage sur (R, P(R)) ne l'est pas.

4. Soit f: N — R* une fonction positive. Montrer que f est mesurable de (N, P(N))
dans (R, Z(R)) et que son intégrale par rapport a la mesure de comptage est

[ fau=3 s

neN

5. Soit (unp) € (Ry)MNN Justifier que

DD tnp =D Unp.

neN peN peNneN
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Calculer Zp>2 Zn>2 o



Exercice 5 Soit (X, .7, 1) un espace mesuré. Pour f,g € Z°((X,.7);R), onnote f ~ g
si f =g pu-p.p. Montrer que

1. ~ est une relation d’équivalence.

2.Si f~fetgr~galors f+g~f+7:

3. Si (fu)ns (fa)n € (LO((X, 9);R))N~sont deux suites telles que f, — f p-p.p,

fn — f p-p.p, et pour tout n, f, ~ fp, alors f ~ f.



