Chap V - L’ESPACE DE HILBERT L?(u)

“Les gens peuvent choisir n’importe quelle valeur pour leur angle 6,
du moment qu’ils sont droits” - H. Ford (a peu prés)

1 Introduction

Il ne vous aura pas échappé que

e les espaces vectoriels, c¢’est fantastique.

e les espaces euclidiens (ou préhilbertiens), c’est mieux.

et le secret des espaces vectoriels euclidiens, c’est 'orthogonalité.

Un produit scalaire permet d’enrichir considérablement la “géométrie”
qu’on peut faire sur un espace vectoriel E: en plus de calculer des distances,
on va maintenant pouvoir parler d’angles (droits, surtout).



Pour cela, on définit I’angle 0 entre deux vecteurs non nuls u,v d’un
espace prehilbertien (E, (.,.)) par

cos(0) {u, v) € [-1, 1]

vl

ce qui nous donne une généralisation du théoréeme d’Al Kashi:
lu+ ][ = [full* = 2lull ]| cos(6) + [|v]?

Exercice: Montrer cette formule. Et, pendant qu’on y est, montrer [ identité
du parallélogramme:

Vu,v € B, [lu+v]* + [lu—vl* = 2lful|* + 2[|v]*. (1)

En dimension finie, 'orthogonalité nous permet notamment de faire des
projections orthogonales: étant donné un sous-espace vectoriel F' C F, on va
pouvoir trouver, pour chaque u € F, quel est le point le plus proche dans F'.

Le produit scalaire nous permet aussi de représenter toute forme linéaire
¢ € E* par un vecteur de E. Dans R"™ avec le produit scalaire habituelle,
cette opération consiste & prendre une matrice ligne (qui représente ¢) et
a la mettre en colonne (et pouf, un vecteur !). Vous n’étes donc peut-
étre pas impressionnés, mais c’est plus impressionnant en dimension infinie,
ou ce résultat permet de démontrer d’importants théorémes de probabilités
(Radon-Nikodym notamment).

Enfin, dans un espace vectoriel de dimension finie, on a des bases: des
familles finies de vecteurs (ey,...,e,) telles que tout vecteur v de l'espace
vectoriel E est combinaison linéaire des vecteurs e;:

n
v = E )\iei
=1

'D’aprés Cauchy-Schwartz !



et, si E est un espace préhilbertien et (eq,...,e,) est une base orthonormée,
on peut trouver facilement les \;: pour chaque i, A; = (v, €;).

Malheureusement, tous les espaces vectoriels ne sont pas de dimension
finie, et donc ne disposent pas de bases orthonormées. Et la résolution de
beaucoup de problémes mathématiques requiert de travailler dans des espaces
de fonctions, qui ne sont furieusement pas de dimension finie.

Pour compenser, en dimension infinie, on ajoute une hypothése plus puis-
sante qu’elle n’en a l’air: la complétude.

Définition 1. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit
scalaire (.,.), qui est complet pour la norme associée ||z|| = /{z,x).

Un espace de Hilbert de dimension infinie, comme par exemple £? ou
L?(R) qu’on a croisés au chapitre IV, ne peut pas étre muni d’une base
orthonormée finie.

Toutefois, on va voir que les espaces de Hilbert séparables ont des presque-
bases orthonormeées, qui donnent accés & de trés beaux résultats.

Définition 2. Un e.v.n. (E,||.||) est séparable s’il a un sous-ensemble dénom-
brable dense: autrement dit s’il existe (a,), € EN tel que

{an,mn e N} =F
ou encore Yv € E, inf, ey ||a, — v|| = 0 d.e.

Ve > 0,3ng € N t.q. |an, —v| <e

FEzercice: Montrer que s'il existe une famille {e,,n € N} dans E telle que

Vect(ep,n € N) = E
alors E est séparable.
2 Orthogonalité

On travaille dans I'espace vectoriel L?(y) muni du produit scalaire

mmz/xmw

ce qui, on ’a vu, en fait un espace de Hilbert.



Définition 3. e On dit que f,g € L*(u) sont orthogonaux si (f,g) = 0.

e Soit A C L?(u), on définit l'orthogonal de A par

At ={v e L*(n),Yu € A, (u,v) = 0}.

Exemples:

1. quel que soit v € E, O est orthogonal & v; et c’est le seul vecteur qui soit
orthogonal & tous les autres.

2. t+ cos(3t) et t — sin(25t) sont orthogonaux dans L?([—m,7]), et ils sont
tous deux orthogonaux & 1.

3. Dans /2, posons
F = {(an)n € %, Yk € N, ay, = 0}.
Alors F+ = {(a,)n € £, Yk € N, agp41 = 0}.
4. Dans L?(R), posons
F={feL*R), f(z) =0 \-p.p sur R }
alors F est un sev fermé, et

Ft={feL*R), f(z) =0 \;-p.p sur R_}

Remarques:

1. Deux vecteurs orthogonaux u et v vérifient le théoréme de Pythagore:
2 2 2
[+ ol|" = [Jul] + [|v]|*.
2. On n’a pas besoin que A soit un s.e.v. de L?(u) pour calculer AL,
En revanche, méme si A n’en est pas un, A+ est un s.e.v fermé.

Proposition 1. L orthogonal d’un sous-ensemble A C L*(p) a les propriétés
suivantes:

SiAc B, Bt c A+

et
ANnAt ={0}; At =4 Ac bt



Projection orthogonale

L’orthogonalité a, dans les espaces vectoriels de dimension finie, des ap-
plications trés agréables, notamment la projection orthogonale sur un sous-
espace vectoriel fermé (ou plus généralement sur un convexe fermé).

Pour disposer de cette projection en dimension infinie, on va voir que
Ihypotheése de complétude joue un role clé (et peut-étre inattendu, car la
complétude n’a, apriori, que peu de lien avec la dimension finie).

La question est la suivante: si F' C L?(u) est un s.e.v. fermé, et f € L?(u)
quelconque, quel est le point de F' le plus proche de f ”E]

Remarque: Contrairement & 'impression qu’on pourrait avoir en se
basant sur la dimension finie, tous les s.e.v. d’un e.v.n. ne sont pas néces-
sairement fermés.

Contre-exemple: Considérons le s.e.v. C°([—1,1]) de L?([-1,1]). Alors
la suite de fonctions

-1 siz<-1/n
fmrze[-L1ll—=dnr si —1/n<z<l/n
1 siz>1/n
est une suite convergente de C°([—1,1]), mais sa limite n’est pas continue.

Donc, plus précisément, étant donné un sev fermé F et f € L?(u), on
cherche gg € F tel que, pour tout g € F,

If = goll < IIlf — gl

Remarque: Dans un e.v.n., méme complet, un tel gg n’existe pas forcément:
c’est, on va le voir, une spécificité des espaces de Hilbert.

Contre-ezemple: Considérons l'espace vectoriel E = C%([0,1]) muni de la

norme | fllc = SUPte(o,1] | f£(2)]-
~ (F,||.]l) est un espace de Banach, et le sous-ensemble

F:{geE,/Olg(t)dt:()etg(l):0}

2C’est une question particuliérement intéressante dans le cadre des théorémes
d’approximation: c’est le cas oit F' est un sous-ensemble de fonctions gentilles, par ex-
emple les polynomes trigonométriques dans le cas de la théorie de Fourier. C’est aussi ce
qui sous-tend la technique d’erreur quadratique moyenne minimale (MMSE).



est un sous-espace vectoriel fermé.

Prenons la fonction f : x € [0,1] — 1 — z. Alors, si on pose, pour tout
n €N,
1 " xrx—1
rx e 0,1 — = — —
gn :x € 10,1] 2x+2+n+1
alors || f — gnlloo — 3. On en déduit que d(f, F) <
D’un autre coté, pour tout g € F, (f —g)(1) =0 et 01 f(t)—g(t)dt = %,
donc on doit avoir ||f — gllec > 3.
Donc, aucune fonction gyo € F' ne réalise la distance minimale, sinon on
aurait 1 < ||f — gol| < %, ce qui est impossible.

Dans un espace de Hilbert, ce probléme ne se pose pas:

Théoréme 4 (Théoréme de projection orthogonale). Soit F' C L*(u) un
sous-espace vectoriel fermeﬂ Pour tout f € L?(u), on définit la distance
entre f el I par:

d(f, F)=inf{[|f — g, 9 € F}.
Alors il existe un unique go € F tel que ||f — go|| = d(f, F).

On appelle go le projeté orthogonal de [ sur F', noté pp(f).
L’application pr : f € L?>(u) — pr(f) € F est appelée la projection
orthogonale sur F'.

Preuve:

Existence Par définition de la borne inférieure, il existe, pour chaque n € N,
gn € F tel que

A F) < f = gall SAFF) 4 —

de sorte que (gn)n € FN veérifie | f — gnl| — d(f, F).

A Ca n’implique pas que la suite (g, ), elle-méme converge vers quoi que
ce soit: voir Contre-exemple ci-dessus.

Pour montrer que la suite (g, ), est bel est bien convergente, on va utiliser
I'hypothése de complétude. On veut donc montrer que (gn), est de
Cauchy.

3En fait, ce résultat est vrai pour tout sous-ensemble convexe fermé, pas uniquement
pour les s.e.v.



D’aprés l'identité du parallélogramme (|1)), on a, pour tous p,q € N,

lgp = 9all* = I1(f = 9p) = (f = 99)II”
=2/ = gpl® + 2 = ggll* = I(f = gp) + (f = 90)II”

=2/l = gpl* +201f — gqll* = l12f — (9p + 9017
2

9p T 9
=2 = gl 42 - gl - a £ - 2

Or, F est un s.e.v, donc w € F; donc Hf — w

donne

< d(f,F). Ce qui

lgp — gqll* < 211 F — gpl* + 211 F — gqll* — 4d(f, F) Pyl
On en déduit que la suite (g, ), € FY est de Cauchy. Or F est fermé dans
L?(1) complet, donc F est complet: on en déduit qu’il existe g, € F tel
que g, M Joo-
De plus on a, par continuité de la norme, ||f — gy|| — |f — gooll; Par

unicité de la limite, ceci implique ||f — goo|| = d(f, F).

Unicité Supposons qu’il existe deux éléments g, g € F tels que || f — g|| =
If — gl = d(f,F). Alors, en utilisant l'identité du parallélogramme, on
trouve comme précédemment

2

. . g+g
lo = a1? =20 — gl +21 =317 = 4 £ - 25
<20f — gl +21f — gl —4d(f.F)? = 0

d’oit g = g.

O
Remarque: On a ppoprp = pp.

Remarque: Dans R”, muni de son produit scalaire habituel, un sous-espace
vectoriel F' est décrit par un certain nombre d’équations linéaires:

@111 + ...+ 1Ty =0
reF <= : = (r,u1) =...=(x,up) =0,

ap1T1+ ... +oappry, =0



otl, pour chaque j =1,...,p, uj = (o 1,...05) € R™
Dans ce cas, étant donné xg € R”, trouver le point de F' le plus proche

de x est un probléme d’optimisation sous contraintes

Minimiser ||z — z[|? t.q.
) 20— a

(Tyur) =...=(z,up) =0

avec des contraintes linéaires g;(z) = (z, u;)
On trouve que si ¢ € F est solution, alors, par le théoréme des extrema
liés,
P p
Vi) = Z)\ngj(w) = -z = Z)\juj
j=1 j=1

~+ Pour tout y € F,
(@ —20,y) = > _ Aj{uj,y) =0
j=1

ie. x—xg€ FL.
~ La projection orthogonale dans L?(u) a des propriétés similaires:

Exercice: Démontrer les propriétés suivantes: Soit F' € £2%(u) un s.e.v.
fermeé.

1. Vf € I3(n), f —pr(f) € FL.

2. Réciproquement, si h € F vérifie (f — h,g) = 0 pour tout g € F alors
h = pr(f).

En déduire:

1. pp: L?(u) — L?(u) est une application linéaire continue de norme 1.

2. lpr(N)If = [Ifll ssi f e F

Proposition 2 (Propriétés de 'orthogonal d’'un sev dans un Hilbert). Soit
F C L?(u) un s.e.v, pas nécessairement fermé. Alors

1. F=(FHt



2. I est dense dans L?(p) ssi F+ = {0}.

Preuve:

1. On procéde par double inclusion:

On sait que (F+)* est un s.e.v. fermé de L?(p). De plus, on montre
sans trop de difficulté que F' C (F*)*. En prenant I’adhérence de

part et d’autre de I'inclusion, on trouve F C (F1)L = (F+)*.
Prenons f € (F1)L. Alors pp(f) € F C (FY)*, done f — pr(f) €

(FH)L. Mais on sait aussi que f — pg(f) € Fr=FL.

Donc f — pp(f) € €FL N (FH)4L, ce qui implique f — P7(f) = 0.

Donc f = pp(f) € F.

~» On obtient ’égalité souhaitée.
2. On procéde par double implication:

Supposons que F est un s.e.v. dense, c’est-a-dire que F = L?(p).
Alors N
FL =T = 12 = {o}.
Supposons que F+ = {0}. Alors par 1.,
F=((FH)") = {0} = L*(n)
]

Remarque: Attention, dans un espace de Hilbert, on n’a pas forcément
(F+)L = F ! Par exemple considérons le sous-espace vectoriel des fonctions
étagées dans [0, 1].
F = Vect(1p,B € %(]0,1]))
Alors
Fl= {g € 12([0,1)),YB < B(, 1}),/ gdn = o} — {0}
B
donc (FH)t = {0} = L?(u). Mais F # L?([0,1]) : il y a des fonctions L?
qui ne sont pas étagées !
Exemple: Reprenons 'exemple de
F={fe€L*R), f(z) =0 \;-p.p sur R}, F+ = {f € L*(R), f(x) = 0 A\;-p.p sur R_}
alors pour tout f € L?(p),
pr(f) = flr,, pr(f) = flg-.



Théoréme de représentation de Riesz

Pour chaque vecteur v € R", on peut définir une forme linéaire ¢, : v €
R™ - (v,u). Et inversement, toute forme linéaire ¢ : R™ — R définit un
vecteur vy = (¢p(e1),...,¢(en)) € R™ qui vérifie ¢p(u) = (vg,u) pour tout
u e R™.

~ (est comme ¢a qu’on définit le gradient d'une application C*(U),
f:U—=R:
Vo € U,Vh € R", df (z)(h) = (V f(x), h)

De méme, & chaque f € L?(u), on peut associer une forme linéaire

¢rg€ L*(p) /ngdu

~» D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, ¢, est bien définie et vérifie,
pour tout g € L2(p),
() <11 flllgll

donc c’est une forme linéaire continue.
Ezercice: Montrer que [|¢y| 222 r) = || f]]-

Le théoréme de représentation de Riesz affirme que, comme dans R™,
toutes les formes linéaires continues sur L?(u) sont de ce type.

Contre-exemple: Considérons I'e.v.n. C°([0,1]) muni du produit scalaire

1
(f.9) = /0 F(Dg(t) dt

(c’est un sous-espace vectoriel pas fermé de L2(]0,1])).
~ Toutes les formes linéaires ne sont pas continues: ainsi, "application

¢: fec’([0,1]) = f(0)

n’est pas continue pour la norme donnée par le produit scalaire. Il n’y a
donc aucune chance de représenter ¢ par un vecteur de C°([0, 1])

~ (€Y(]0,1]), (., .) n’est pas un Hilbert, et ¢a se sent: I'application

1
vifec(oa) e [ rwa
0
est linéaire, continue, mais il n’existe aucune fonction g € C°([0, 1]) telle que

¥(f) = (f,g) pour tout f.

(Et si on ne forcait pas g & étre continue 7)

10



Théoréme 5 (Théoréme de représentation de Riesz). Soit ¢ € L(L?(u),R)
une forme linéaire continue.
ALors il existe un um’queﬁ fo € L*(u) tel que, pour tout g € L*(u),

¢(h) = (fy, h) / fohdp

Preuve: Soit ¢ € L£L(£?(11),R) une forme lindaire continue. Remarquons
que la fonction f, que l'on cherche vérifie

heKergp < o¢h /f¢hdu_0<:>h€{f}l

Ce qui nous donne l'idée de creuser du coté de (Ker ¢)*.
Commengons par évacuer le cas simple: si ¢ = Ogz2(,) r) est la forme
linéaire constate égale a 0, alors on peut prendre f = 0z2(,).
Supposons donc que ¢ # Op(g2(u)r)- Alors Kerg # L?(u). Puisque
Ker ¢ = ¢~1({0}) est un sous-espace vectoriel fermé E] de L?(u), Ker ¢ ne
peut pas non plus étre dense dans L?(1); on en déduit que

(Ker ¢)* # {072}
On peut donc trouver g € (Ker ¢)* tel que g # 0r2. On a alors g ¢ Ker ¢
(Pourquoi 7) et on peut donc poser f = ( 3 € (Ker ¢)*. L'intérét, c’est que
f vérifie ¢(f) = 1, ce qui est trés pratique car alors, pour tout h € L?(p),

¢(h) = o(h)o(f) = ¢ (¢(h)[f) i.e. ¢(h —(h)f) =0
Donc, pour tout h € L?(u), h — ¢(h)f € Ker¢. Puisque f € (Ker¢)*,

on a donc
) . _hh S
(h=0(W],1) =0 = o(W) = 75 <h’ ||f||2>

La fonction fy = W fonctionne.

Montrons que c’est la seule: soit f¢ € L?(p) une autre fonction telle que,
pour tout A,

o(h) = (fo, h) = (fo. 1)

4Rappelons que I'unicité dans L?(p) signifie que, si deux fonctions f, f vérifient cette
propriété, alors f = f u-p.p.
SPourquoi ? D’ailleurs, & ce sujet, revoir 1'exercice 3 du TD8 d’Analyse S5
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On a alors
1fo — foll* = <f¢—ﬂzsaJi¢>—f~¢>>~ )
= (for fo — fo) — (fos fo — f5)
=¢(fs— fo) — d(fo— f6) =0
donc fy = f¢ dans L2(p). O

Remarque: En utilisant I'inégalité de Hélder, on voit que, si p et g sont
exposants conjugués, alors pour tout g € L9(u), Papplication

¢g:f€Lp(ﬂ)H/ngdu€R

est une forme linéaire continue sur LP(u). On en déduit une application
(linéaire continue de norme 1)

g9 € Li(n) = ¢g € LILP (1), R)

Ce qu’on a montré avec le théoréme de représentation de Riesz, c’est que
cette application (dite de dualité) est bijective pour p = g = 2.

C’est en fait vrai en général pour les espaces mesurés o-finis, mais la
preuve est plus difficile !

Application: le théoréme de Radon-Nikodym

Définition 6. Soient v et v deux mesures positives sur un espace mesurable
(X, 7). On dit que v est absolument continue par rapport a u, ce que l’on
note v < p, st, pour tout ensemble mesurable A € 7,

(1(A) = 0) = (v(4) = 0)

Un cas (pas si) particulier: les mesures a densité

Soit (X,.7,p) un espace mesuré et f € Z°((X,.7),R; une fonction
mesurable positive, alors la mesure v de densité f par rapport & u, donnée
par

V:AEQH/ fdu
A

est absolument continue par rapport a p.
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Exemples:

1. Soit U C R un borélien tel que 0 < A\ (U) < oo.

Alors la mesure v : B € Z(R) — ’\1)\(1[1(8;3) est absolument continue par

rapport a Ap.

~+ A-t-elle une densité par rapport & A; 7 (Essayer avec U = [a, b]).

2. Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de paramétre
p €]0,1[:
P(X =k)=(1-p)*'p
Alors la loi de X est la mesure de probabilités Py, de densité f(k) = (1 —

p)*~1p par rapport a la mesure de comptage sur N, et elle est absolument
continue par rapport a la mesure de comptage.

3. ...Ce qui n’est pas dur: toute mesure sur (X, .7) est absolument continue
par rapport & la mesure de comptage.

Contre-exemple: Soit dg la mesure de Dirac en 0 sur R. Alors dg n’est
pas absolument continue par rapport a A\; puisque dp({0}) = 1 alors que
A1({0}) = 0. Et \; n’est pas absolument continue par rapport & 0 puisque
0([34,34 4+ w[) = 0 mais A\1([34,34 +7[) =7 > 0.

Si X suit une loi géométrique, on peut aussi la représenter comme une
variable aléatoire sur R, avec la mesure de probabilités

Px =Y (1-p)"'ps

k>1

ol Jy est la mesure de Dirac en k. Mais dans ce cas, X n’a pas de densité
par rapport & la mesure de Lebesgue sur R: en effet, si c’était le cas, alors
on aurait Py < A1; or ce n’est pas le cas (méme raison que Dirac ci-dessus).

~ Quand est-ce qu’une v.a. admet une densité par rapport a A ?

Ce que dit le théoréme de Radon-Nikodym, c’est que réciproquement,
une mesure absolument continue par rapport & une mesure y o-finie a une
densité par rapport a p. On rappelle:

Définition 7. Une mesure p: 7 — [0,400] est o-finie s’il existe une suite
d’ensembles mesurables disjoints (Ey), € TN telle que

Vn e N, u(Ey,) < oo et UE =X
neN

13



Exemple: La mesure de comptage sur (N, P(N)) et la mesure de Lebesgue
A1 sur (R, #Z(R)) sont o-finies. En revanche, la mesure de comptage sur
(R,P(R)) ne l'est pas.

Théoréme 8. Soit p une mesure positive sur un expace mesuré (X, 7). On
suppose que [ est o-finie.

Soit v une mesure sur (X, 7) telle que v < p. Alors il existe une umqudﬂ
fonction mesurable positive h € £°(u) telle que dv = hdpu.

On appelle parfois h la dérivée de Radon-Nikodym de v par rapport a p,
ce que, dans un abus scandaleur de notations, on note h = S—Z
Remarque: Si v est une mesure finie (par exemple une mesure de proba-
bilité), alors h € L (u).

Preuve: Comme souvent, I’hypothése que p est o-finie va nous permettre
de prouver d’abord le résultat dans le cas plus facile des mesures finies, avant
de passer au cas général.

Cas particulier: Mesures finies Dans un premier temps, donc, supposons
que 4 et v sont deux mesures finies sur (X,.7). Remarquons qu’alors, 1x
est intégrable & la fois par rapport a p et v, et donc, comme |[1x|? = 1y,
1x € L*(u+v).

Par I'inégalité de Hélder, on en déduit que, pour tout f € Z?(u + v),
flx = f € ZY(u+v) voir aussi TD1 ex 8 donc

[ i < [ 1) = [t flater) < Va0 1 g
X X X

Remarquons de plus que, si f = f (1 + v)-p.p., alors
v({z € X, f(x) # f@)}) < (u+v){z € X, f(z) # f(2)}) =0

donc f = f v-p.p., et donc leurs intégrales sur X par rapport a v sont égales.
Ainsi, I’application

¢:f€L2(u+1/)»—>/fdl/€R
X

est bien définie. C’est une forme linéaire, et elle est continue puisque, pour
tout f € L*(u+v),

[6(H] < vV u(X) + v(X) 1l L2ty

5Comme toujours, au sens de 1’égalité p-presque partout.
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D’aprés le théoréme de représentation de Riesz, il existe donc § € L%(u +v)
telle que , pour tout f € L?(u + v),

¢<f>=/deu=/ngd<n+u>

d’otl, en réarrangeant,
[ ra-gv= | foau
X X

Que peut-on apprendre sur g 7

o Soit A={r € X,g(z) <0} € T, et f=14. Alors f € L*(u+v) et

/Xf(l—é)dVZO,/ngdugo

donc, puisque ces deux quantités sont égales, fX fgdu = fA gdp = 0. Ce
qui permet de conclure que p({z € X,g(zr) < 0}) = 0, donc g(z) > 0
p4-p-p-

e Prenons maintenant B = {z € X, g(z) > 1} € 7, et f = 1p. Alors
feL?(u+v)et

/Xf(l—é)dl/éo,/xfgduzo

donc fX fgdu = fB gdp = 0. Ce qui permet de conclure que pu({x €
X,g(x) > 1}) =0, donc g(z) < 1 p-p.p.

Modifions un peu §: on pose, pour tout = € X,

size AUB

1
2
g(x) sinon.

Alors § = g p-p.p; puisque v < p on en déduit que § = g (u + v)-p.p. Ces
deux fonctions sont donc égales dans L?(u + v) et, pour tout f € L?(u + v)

/Xf(l—g)dV/ngdu (2)
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On a de plus, pour tout x € X, 0 < g(z) < 1, ce qui nous permet de
définir
9(x)

h:zeXr— ——~—
1—g(z)

€ [0, 4o00]

~ On va voir que h vérifie dv = hdy: il faut donc qu’on montre que,
pour tout ensemble mesurable E € .7,

V(E):/ ]lEdI/:/ 1ghdp
X X

Pour obtenir ¢a, on serait tenté de poser f = % dans , et ¢a semble
plié. Mais rien ne garantit que cette fonction soit dans .Z?(u +v) !

11 va falloir étre un peu plus prudent. L’avantage des mesures finies, c’est

que toute fonction bornée est intégrable: on va donc approcher f = #fix)

en s’assurant de ne pas dépasser les bornes. Pour ca, on pose, pour tout
n € N*

1g(x)
fnizeX— 5*9@)

. 1E <
ST g@m =T

sinon.

Alors f,, € L?*(u + v) et donc, pour tout n,

/an(l—g)dVZ/angdu

Or, (fn)n est une suite croissante qui converge simplement vers E_—Eg sur X.
Donc on peut appliquer le théoréme de Beppo Levi, et en passant a la limite

dans ’égalité précédente, on trouve

1g /]lEg : /
— (1 —g)dv = —du, i.e. v(F) = 1ghd
| 7= -gir= [ Ea e v(B) = [ 1phdy

On en déduit que v est la mesure de densité h par rapport a p.

Cas général: Mesures o-fintes. On relache 'hypothése de finitude de u et
v et on suppose maintenant seulement que p et v sont o-finie. Soit donc
(Ex)n € TN (F)n € 7N deux suites d’ensembles mesurables disjoints telles
que

U E, = U F,=XetVne N, u(E,) < oo, v(F,) < oo

neN neN
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En posant A;;, = E; N Fj et en renumérotant[], on obtient une suite
(Ay)n d’ensembles mesurables disjoints qui "marche" pour les deux mesures
en méme temps:

U ApX et Vn e N, u(A4,) < oo, v(A4,) < oo
neN

Pour chaque n € N, on peut alors définir deux mesures sur 7 par
in(B) = p(B 1 An), va(B) = v(BrAy).
Ce sont deux mesures finies, et, comme p < v,
w(BNA,) =0=v(BNA,) =0douv, < u,

D’aprés le premier cas, il existe donc, pour chaque n € N, h, mesurable
positive telle que dv, = hndpy,.

On pose hy, = ),y hnla, (pourquoi est-elle & valeurs dans R 7). Alors,
par le corollaire de Beppo-Levi sur les séries, pour tout B € 7

/hd,u:/ ]lBZhn]lAndu:Z/ 1hala, du
B X neN neNvX
:Z/ 1ghydpn,
X

neN

= wa(B) =) _v(BnA)
neN neN

= v(B)

comme souhaité.

Unicité: Supposons qu’il existe deux fonctions mesurables positives h, h
telles que dv = hdp = hdp. Alors A={z € X,h(z) > h(z)} € T et

v(A) = / hdp = / hdy donc /(h—i})du:o
A A A
Or h—h > 0 sur A donc ceci implique w(A) =0
_ On obtient de méme que p({z € X, h(z) < h(z)}) =0, et de la, u({h #
h}) = 0, autrement dit h = h u-p.p.

O]

"¢’est-a-dire en notant n = (4, 5) ot ¢ : N> — N est une bijection.
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Application de P’application: Espérance conditionnelle

Soit (2,.#,P) un espace probabilisé, et X une variable aléatoire inté-
grable. Soit de plus ¢ C % une sous-tribu (qui représente l'information
acquise).

Définition 9. Il existe une fonction mesurable E(X|9) : (2,9) — (R, B(R)),
unique auz ensembles de mesure nulle pres, et telle que, pour tout E € 4,

émm%wzéxw

On Uappelle espérance conditionnelle de X sachant 4.
Si X =14, on note E(X|¥9) =P(A|9)).

~» Pour montrer ce résultat, on applique Radon-Nikodym & la mesure de
densité X par rapport & P.

Ezemple: Prenons X = 14. Soit B € Z est tel que P(B) > 0, alors
¢ = {0, B, B¢,Q} est une sous-tribu de .#. Alors on obtient que Y est ¢-
mesurable ssi il existe des constantes «, 8 telles que Y = alpg + Blge. De
14, on trouve

P(ANB)
P(B°)

siweB

siw e B¢

~» On retrouve la probabilité conditionnelle “classique”.

3 DBases orthonormées
Définition 10. Une famille {f,,p € N} C L*(u) est
e orthogonale si pour tous i # j, (fi, f;) =0
e orthonormée si de plus, pour tout i, || fi|l2 = 1.

~ On a alors, pour tous 1,7, (fi, fj) = 0ij.
Exemple:

e La famille {sin(nz),n € N} est orthogonale dans L?([—,7]). Du coup,
la famille {# sin(nz),n € N*} est orthonormée.

18



e Dans /2, on considére, pour chaque k € N, la suite (€k,n)n définie par

{OSin;&k
€kn =

1 sinon.
Alors {(egn)n, k € N} est uen famille orthonormée de ¢2.
e (Fonctions de Haar) Pour chaque k € N, on pose

1siz € [, 7] pour un n impair

n-l ok | pour un n pair

ek:zE[O,l[H{

Alors {ey, k € N} est une famille orthonormée de L([0,1]).

Exercice 1:

1. Montrer que si {ep,p € N} est orthonormée, alors c’est une famille libre.
En déduire que L?(u) n’est pas de dimension finie.

2. Montrer que si {e,, p € N} est orthonormeée, alors, pour tous i # j, |le; —
ejlla = V2.
En déduire que la boule unité fermée B(0,1) de L?([—n,7]) n’est pas
compacte (et plus généralement la boule unité fermée de L2(I)).

Exercice 2:
Soit {eq,...,e,} une famille orthonormée finie de L?(u). Montrer que
pour tous réels ai,...,ay,

2
n n
Y el =D layl?
j=1 j=1

Soient {e,,n € N} une famille orthonormée dénombrable de L?(u1) et (ay,)n €
RN. Montrer que la suite (3_;_, axer), converge dans L*(I) vers une fonc-
tion f ssi (an)n € £2, et qu'on a

o0

2= lakl® = l(an)nlle

k=0
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De plus, pour tout k,
ap = <f7 €k>

Dans le dernier cas, attention, f n’est pas combinaison linéaire des (e,), !
Une combinaison linéaire a seulement un nombre fini de termes.
En particulier, on ne peut pas écrire

F=> (frex)e

0

Par contre, f est limite dans L*(p) de la suite (35 _o(f, ex)ex), -

Dans L?(p) qui est de dimension infinie, il n’y a aucun espoir de trouver
une base finie, et encore moins une base orthonormée finie.

On pourrait alors espérer trouver une base infinie (dénombrable) {e,,n €
N} de sorte que tout vecteur de L?(j) soit combinaison linéaire (finie) des
en; mais cette tentative est également vouée a 1’échec.

Ezemples

1. La famille (ej ) de ¢? définie a Pexemple précédent n’engendrent pas ¢2:
sinon, toutes les suites £2 seraient nulles & partir d’un certain rang (et ce
n’est pas le cas: donner un contre-exemple).

2. La famille {ﬁ sin(nz),n € N*} n’engendre pas L2(]0,1]): sinon, toutes
les fonctions de £2([0,1]) seraient égales presque partout a une fonction
¢>°. (Et ce n’est pas le cas: donner un contre-exemple)

3. La famille des fonctions de Haar n’engendre pas L?([0, 1]) non plus: sinon,
toutes les fonctions de #2(]0, 1]) seraient en escalier.

On va donc se servir du procédé de passage a la limite de I’Exercice 2
pour sauver ce qu’on peut du merveilleux cadre des bases orthonormée.
On commence par montrer:

Proposition 3 (Inégalité de Bessel). Si {e,,p € N} est une famille or-
thonormée de L%(I), alors, pour tout f € L*(I)

Do lfen)? < 1Ifll2
n=0
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Exercice: Montrer cette inégalité, en écrivant

f= <Z<f, en>en> + (f - > (1 en>en)
n=0

n=0
puis en appliquant le théoréme de Pythagore.

Avec 'aide de Bessel, on va obtenir:

Proposition 4. Soient {e,,n € N} une famille orthonormée dénombrable
de L?(p). Alors

Vect(e,,n € N) = {Z agek, (ap)n € 52}

keN

De plus, pour tout f € Vect(en,n € N), f =limp00 2 p_o(f, €k)ex-

Exercice: Montrons cette proposition.

1. [D]Montrer que pour toute suite (an )y € €2, >,y aker € Vect(en,n € N).

2. Soit f € Vect(e,,n € N). On pose g = >, cn(f, ex)er. Montrer que
f — g € Vect(en,n € N), puis que f — g € Vect(e,,n € N)*+. En déduire
que f=g.

Ce qui nous ameéne a formaliser une généralisation des bases orthonormeées
pour L2(p):

Définition 11. On dit qu’une famille orthonormée {e,,n € N} est une base
orthonormée de L*(p) si

Vect(e,,n € N) = L%()

autrement dit, si, pour tout f € L*(u), f = limy—oo Y peo(f,ex)er (conver-
gence dans L?(u))

Remarque: Au risque d’insister lourdement, cette définition constitue un
abus du terme “base” tel que vous le connaissez.

En algebre linéaire, on dit qu'une famille (finie ou non) de vecteurs
{ej,7 € J} est une base d'un espace vectoriel £ si tout élément de E peut
s’écrire, de maniére unique, comme combinaison linéaire (finie, donc) des e;:

Vue E,3n €N, 3, M €R, u=) Ne;
k=1
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Ici, on dira que {e;,j € J} est une base de L*(u) si, pour tout f € L?(p), f
est limite d’une suite de combinaisons linéaires des e;:

|f — Zn: i€
k=1

Pour les amateurs de noms, les bases “classiques” sont appelées bases de
Hamel et les nouvelles, bases de Schauder.

Vfe L*(u),Ve >03n e N,IN, ...\, €R, <e

Exemples:

1. Dans ¢2, on considére, pour chaque k € N, la suite (ey ), définie par

Osin#k
€k.n =
’ 1 sinon.

Alors {(egn)n, k € N} est uen famille orthonormée de £2.
2. La famille des fonctions de Haar, ainsi que la famille
{1,sin(27nz), cos(2mnz), n € N*}
sont des bases orthonormées de L?([0, 1]).
Remarque:

e Pour montrer qu'une famille est une base au sens de la définition précé-
dente, on peut utiliser la proposition : Vect{e,,n € N} est dense dans
L%(u) ssi Vect{en,n € N}+ = {e,,n € N}+ = {0}.
~~ 11 suffit de montrer que, si f € £?(u) vérifie (f,e,) = 0 pour tout n,
allors f =0 p-p.p-
~~ Dans le cas de L?(I), on peut de plus supposer f continue, car C°(I)
est dense dans L?(I).

e Pour la famille des fonctions trigonométriques, le fait qu’elles forment une
base n’est pas évident & montrer, mais donne lieu & une des plus belles et
plus utiles théories mathématiques: l’analyse de Fourier.

L’intérét des bases dans un espace vectoriel de dimension finie, c’est
qu’une fois qu’on a une base, alors notre espace vectoriel se comporte ex-
actement comme R"™.

L’intérét des bases orthonormées de L?(p), c’est qu’une fois qu’on en a
une, notre espace se comporte comme £2:
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Proposition 5 (Identité de Parseval). Soit {e,,n € N} une base orthonor-
mée de L?(u), et f,g € L?(u). Alors

1. f= ZnEN(f? en)en
2. <fa g> = ZneN<f7 €n><gaen>
3. FIP = Xpen (S en)?

~ Quand un espace L?(p) admet-il des bases orthonormées ?

Dans R™, vous connaissez le procédé de Gram-Schmidt, qui permet d’obtenir
une b.o.n. & partir de n’importe quelle base.

Ce procédé marche aussi dans L?(p) ! Mais il faut ’'adapter un peu,
puisqu’on a changé la définition d’une base.

Notamment, on sait que, la plupart du temps, L?(u) n’admet pas de base
au sens classique du terme.On ne peut donc pas partir d’'une base, puis la
Gram-Schmidter en une base orthonormée.

A la place, on va se concentrer sur ce qu’on a changé: la densité.

Définition 12. Un e.w.n. (E,|.||) est séparable s’il a un sous-ensemble
dénombrable dense: autrement dit s’il existe (o), € EN tel que

{an,neN}=E
ou encore Vv € E| inf ey ||lan, —v|| =0 d.e.
Ve > 0,3ng € N t.q. |an, —v]| <&
Exzample 1. 1. £ est séparable: ensemble dénombrable

U {(ar)ren € |V, ar € Q et Vk > n, a, =0}
neN

= U{(ao,al,...,an,o,...) 662, a; EQV]}
neN

est dense dans /2.

2. L*([0,1], L*(R) sont séparables: I’ensemble des combinaisons linéaires &
coefficients rationnels de fonctions 1), avec a,b € Q est un ensemble
dénombrable dense.

Théoréme 13 (Orthonormalisation de Gram-Schmidt, version L?). Si L? (1)
est séparable, alors il admet une base orthonormée.

23



Preuve: Soit (f,)n € L?(1)N un sous-ensemble dénombrable dense. Quitte
a supprimer les 0, on suppose que, pour tout n, f, # 0. On construit par
récurrence une famille orthonormeée (e, ), tq, pour tout n,

Vect(f1,..., fn) C Vect(e1,...,ep)

ce qui nous donnera Vect(e,,n € N) = Vect(f,,n € N) = L?(u).
Initialisation On pose e; = H;—iH
Hérédité Supposons qu’on a construit ey, ..., e,, deux & deux orthogonaux

et de norme 1, tq Vect(f1,..., fn) = Vect(e,...,ep).

~> Si, pour tout k € N, fi € Vect(ey,...,e,), alors (ey,...,e,) est une
base de L?(j1) et on s’arréte 1a. Sinon, on pose

m = min{p € N, e, ¢ Vect(ey,...,e,)}

On pose alors

fn-i—l — 2221 <fn+1a 6k>€k

En4+1 =
" anJrl - EZ:1<fn+1aek>ek:H

~> €n+1 €est de norme 1 et orthogonal & tous les ex, k = 1,..,n. De plus,
puisqu’on a choisit pour m le plus petit entier tel que f,,, ¢ Vect(ey, ...e,),
on a bien

Vect(f1,..., fat1) C Vect(e, ..., ent1)

Retour sur la projection orthogonale

Proposition 6. SOit F C L?(u) un s.e.v. fermé, et (en,n € N) une base
orthonormée de F. Alors, pour tout f € L?(u),

pr(f) =Y (f.er)en

keN

Application: Trouver le polynéome P € Ryg[X] qui minimise
1
| Wil - P)Pda

Recette: On travaille dont dans L?([—1,1]), et on cherche le projeté or-
thogonal de f : x — /|z| sur le sous-espace F' = Rjo[X].
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1. On vérifie que F est fermé.

2. On applique Gram-Schmidt a la base (1,X, ..., X'%) de F, ce qui nous
donne une base orthonormée de polynéomes Py,..., P,0 (on les appelle
polynémes de Legendre, voir https://fr.wikipedia.org/wiki/Polynj,
C3%B4me_de_Legendreici pour une liste):

1
Py=—,
0 \/E

6
p=YOx..

2
Py = \5f (46189X 1 — 109395X® + 90090X°® — 30030X* + 3465X2 — 63)

(Si,si, vraiment.)

3. On calcule, pour k =0, ...10,

(f, Pr) / Vx| Py(z)

et on obtient que le polyndme recherché est
P(X) =

ce qui nous donne une plutdt bonne approximation de f:

501 4(51051){10 138567X5+139230X6— 64350X4+15015X2+693

Retour sur la projection orthogonale

Proposition 7. Soit ¢ € Z(L*(11),R) une forme linéaire continue et (e,,n €
N) une base orthonormée de L*(p). Alors la somme

> dlen)en

keN

8(Si,si, vraiment.)
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converge dans L?(u). Notons h la limite, alors, pour tout f € L?(u),

o(f) = {f; h).

N[ =

De plus, |6l #(r2(u)8) = (Cpen [0(er)?) 2
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