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March 17, 2023

Exercice 1

On munit P'espace vectoriel M,,(R) d’une norme matricielle ||.||, qui vérifie donc ||AB| < ||Al|||B||- On counsidére
I’application
f: (A B) € Mp(R) x M,(R) — Tr(BAB) € R

1. Justifier qu’il existe C' > 0 tel que, pour toute matrice M € M, (R), |Tr(M)| < C||M]|.

L’application Tr : M, (R) — R est linéaire définie sur I'espace vectoriel M,,(R) qui est de dimension finie,
donc c’est une application linéaire continue.

La caractérisation de la continuité pour les applications linéaires nous donne donc bien C' > 0 tel que, pour
tout M € M, (R), |[Tr(M)| < C||M|.

2. Montrer que f est différentiable sur M, (R) x M, (R) et déterminer sa différentielle.

On va utiliser la norme produit ||(A, B)||1 = ||A| + ||B|| sur l'espace produit M, (R) x M, (R).
Soient X = (A, B), H = (H1, H2) € M,(R) x M,(R). On calcule
f(X+H) = f((A,B) + (H1,H2)) =Tr((B + H2)(A+ H1)(B + H2))
— Tr(BAB + BAH, + BH,B + BH, H,
+ HyAB + HyAHy + +HoH 1 Ho)
=Tr(BAB)+Tr(BAH>, + BHB + HyAB)
———
f(A,B) linéaire en H
+ TT(HQAHQ + BH1H2 + H2H1B + HQHlHQ)

:=R(H)

et on a alors,en utilisant la constante C' obtenue en 1., et en remarquant que ||H|| < ||Hi|| + || Hz|| = |1 H||1,

|R(H)| < CHH2AH2 + BHHy + HyH B + HyHy Hs ||
IHl: — IH |1
< CHAH||1LT2||2 + 2| Ha || H2 || BI| + | H ||| Ha|*
- |1 H |1
TAINHF + 20 HFB] + 153
1 H [+

< (Al + 2Bl + IZ [N Hl ————0
—(0,0)

<C

donc f est différentiable en (A, B),quel que soit (A, B) € M, (R) x M, (R) et on a
Df(A,B): H = (Hy, Hy) € My,(R) x My (R) — Tr(BAH, + BH,B + H,AB) € R

3. On pose, pour Ay, By € M, (R),

fBo A€ Mn(R) — f(A, B()) = TT(B()AB()) eR
ga, :B € Mu(R) — f(Ag, B) = Tr(BAyB) € R



Montrer que fp, et ga, sont différentiables, et que ¥(Ag, Bo), (H1, Hz) € My(R) x M,(R), on a
Df(Ao, Bo)(H1, H2) = D fp,(Ao)(Hi1) + Dga,(Bo)(Hz)

Remarquons que fp, = fo®p, avec Pp, : M € M,(R) — (M, By) € M,(R) x M,,(R). Or ®p, = (idas, Bo)
est différentiable, catr ses composantes le sont : la premiére est idpq, (r), qui est linéaire continue, et la

deuxiéme est constante. On a donc
D®p,(M)(H:) = (Hy,0)

et donc, fp, est différentiable sur M,,(R) et on a , pour tout Ay € M, (R) et pour tout H; € M, (R),

Dfp,(Ao)(H1) = Df(®p,(Ao)) o DPp,(Ao)(H1)
= Df(Ao, Bo)(H:,0)

On n’a pas besoin de calculer directement D fp,(A), du coup, mais ce ne serait pas dur car fp, est linéaire
continue, donc en fait quel que soit A € M,,(R),

Dfp,(A)(H) = fp,(H) = Tr(BoHBy).

On montre de méme que, pour tout Ao, g4, est différentiable et
Dng (BO)(HQ) = Df(A07 BO)(Oa HQ)
On a donc, par linéarité de D f (Ao, Bo),

Df(Ao, Bo)(H1, Ha) = D f(Ag, Bo)((H1,0) + (0, Ha))
— Df(Ao, Bo)(Hy,0) + D (Ao, Bo)(0, Ha)
= Dfp,(Ao)(H1) + Dga,(Bo)(Ha)

Exercice 2

On consideére 'application

—r _ T
G:(2,y,2) € R~ <€26,x—y3+y2—y,x+3y—z) € R3
1. Montrer que G réalise un C'-difféomorphisme local au voisinage de tout point de R3.

Remarquons que F est C! car ses composantes sont soit des composées d’applications C?, soit des polyndmes.
Soit ug = (20, %0, 20) € R3, on calcule

—ode 0 0 0
Jac G(xo, Yo, 20) = 1 —3ys+2yo—1 0
1 3 -1
donc
ero + e "o

det(Jac G(zo, Yo, 20)) = — (3y3 — 2y0 + 1)

2

or, quel que soit (29, Y0, 20) € R3, €0 +e7% > 0 et 3y2 — 2yo + 1 > 0 car le polynoéme P(y) = 3y? — 2y + 1
n’a pas de racines réelles. Donc, pour tout ug = (zo,%0,20) € R?, det(Jac G(ug)) # 0 et DG(ug) est un
isomorphisme de R3.

D’aprés le théoréme d’inversion locale, il existe donc un voisinage U,,, de ug et un voisinage V,,, de G(ug) tels
que GlUuO : Uyy — Vi, est un Cl-difféomorphisme.



2. Montrer que les fonctions

—t t

a:teER— % eER
B:teR——t2+t>—teR
sont strictement croissantes sur R. Déterminer leurs limites en +oo.

On a pour tout ¢t > 0,

/ e et / 2
of(t) = ———— <Oet f/(t) = =3t +2t — 1 = —P(t) <0
donc « et 8 sont strictement décroissantes (et donc injectives).
De plus,
tLIerooa(t) - —oo,tllrjloo oft) = +oo,
tl}+mooﬂ(t) = 700715*1)111100 6(t) = +OO,

(Du coup, puisque « et 8 sont continues, elles sont surjectives par le théoréme des valeurs intermédiaires).

3. G réalise-t-elle un C'-difféomorphisme global R? — R3 ?

On a déja obtenu que DG(ugp) est un isomorphisme linéaire, quel que soit ug € R3.

D’aprés le théoréme d’inversion globale, c’est donc un C-diffeomorphisme global R? — G(R3) ssi G est in-
jective.

~» Mais ca ne nous suffit pas, on veut un C*-difféomorphisme global R* — R? | donc il faut montrer que G
est injective et G(R?) = R3, autrement dit que G est bijective R® — R3.

Soit (a,b,c) € R3.Alors on a

=a
2
G(z,y,2) = (a,b,c) <= qe—y*+y° -y =b
r+3y—=z =c
a(x) =a
= (Bly)+z b
r+3y—z =c
or, on a trouvé en 2. que lim;_, 4 a(t) = —o0, lim—, o, a(t) = 400, donc, comme « est continue, d’apreés le

théoréme des valeurs intermédiaires, il existe zyp € R tel que a(zg) = a. De plus, puisque « est strictement
décroissante, elle est injective, donc xg est unique. Donc

xZ = Xo
F(x7yaz) = (&,b,C) — ﬁ(y) =b—2xp
3y—z =c—uxo

D’aprés les mémes arguments, 5 : R — R est bijective, donc il existe un unique yo € R tel que 8(yo) = b — xo.
Donc

x =X
F(xayVZ) = ((I,b, C) — Y =1%o
—2z =c—x0— 3Yo

On a donc obtenu que tout (a,b,c) € R3%admet un unique antécédent (o, o, %(—c + 20 + 3y0)) € R?, donc
c’est une bijection.
Par le théoréme d’inversion globale, G est donc un C!-difféomorphisme R3 — R3.



Exercice 3

On considére le systéme d’équations
2422 =1
)92 2
¢ +y: =4
1. Montrer qu’il existe un intervalle J contenant 0 et deux fonctions 11,19 : J — R strictement positives telles
que, pour tout z € J, (Y1(2),¢2(2), z) est solution de (x).

Notons
fi(zy,2) €RY s (22 4+ 22 — 1,22 + y? — 4) € R?

Alors f est C', car ses composantes sont des polynoémes, et
(x,y, z) solution de (x) < f(z,y,%) = (0,0)

On va chercher & appliquer le Théoréeme des Fonctions Implicites & f.
~> On cherche des fonctions 1, ¥y défiies au voisinage de 0: on va donc 'appliquer au voisinage d’un point
du type ug = (‘T()ay()a 0) OI‘,

2
n! =1 o ==1
o, Y0,0) = (0,0) <= —

~+ On cherche de plus des fonctions positives, donc on va choisir ug = (1, /3, 0).
On a déja noté que f est O, et on a, pour tout (x,y,2) € R?,

2 2 2 0 0
Jacf(a?,y7z):(2i 20y OZ) donc Jacf(l,\/g,o):(2 23 0)

~ La sous-matrice des dérivées partielles par rapport a y et z est

D) f(0,-1,-2) = @ 2\0/5)

dont le déterminant est 4v/3 # 0. Donc Dy f(1, V/3,0) est inversible.
On peut donc appliquer le TFI & f en (1,1/3,0): il existe un voisinage U de 0 dans R, un voisinage V de
(1,4/3) dans R? et une fonction C' v : U — V tels que

(,y,2) eV xU <= (2,y,2)eVxU = zeU 1
solution de (x) f(x,y,2) =(0,0) (z,y) = ¥(2) o

Comme V est un voisinage de (1,v/3),et 9 est continue, on peut supposer, quitte a restreindre ¢ & I'ouvert
Ut =9 1 ]0,4+00[?) ,que ¢ est & valeurs dans |0, +ool, et donc que @1, 2 sont strictement positives. Puisque
U™ est un ouvert qui contient 0, il existe 7 > 0 tel que l'intervalle J =] —r,r[C U™, et si on note, pour tout
z € ILp(z) = (P1(2),¢2(2)),0n a, pour tout z € J,(¢1(2), 2(2), ) solution de (%) avec 11 (x) > 0,12(x) > 0.

2. Calculer, pour tout z € J, i () en fonction de z et 1(2) et Y5(2) en fonction de x et Pa(z).

De plus, par le TFI, on a, pour tout z € J,

D¢(Z) = _D(x,y)f(l/)(z)’ Z)_l © sz(l/l(z), z)

ce qui donne, en utilisant Jac f(¢1(2),12(2), ) et le lien dérivée-différentielle pour v,

() =G 2t) (3 = s (0 al) () - (29)

3. Donner la valeur de p1(0) et de p2(0).

On sait que (1,v/3,0) € V x U et f(1,v/3,0) = (0,0), donc par (1), (1,/3) = (0) = (¢1(0), 12(0)).



