Compléments d’Analyse
CC2 2023 - Corrigé

April 22, 2023

Exercice 1
Soit (X, .7, 1) un espace mesuré.

1. Donner la définition de l’espace LP(u).

Pour p € [1,4o0[, on définit le sous-espace vectoriel .£7(u) de le.v. Z°((X,.7),R) des fonctions mesurables
(X,7) = (R,#B(R)) par

2 () = {f e 2°0¢.7®), [ |fPdu< oo}
b'e
2. Enoncer l’inégalité de Holder.

1 1
Soient p,q € [1,+0oo] sont deux exposants conjugués, autrement dit tels que — + — = 1. Soient f € LP(u),
p q

g € Li(u). Alors fg e LY (u) et
p % q %
/legldu§ (/X | f] du> (/X g du)

Exercice 2
On considére le systéme d’équations

(x ?y+3y+22—-—2 =8
2x + 2y +cos(xz) =7

1. Montrer qu’il existe un intervalle ouvert J C R contenant 2 et deuzx fonctions C' 11,15 : J — R telles que,
pour tout t € J,(1(t),t,92(t)) est solution de (x) et 11(2) = 1.

Correction: Posons, pour tout (z,y,2) € R?,
g(x,y,2) = (2%y + 3y + 2% — 2 — 8,2z + 2y + cos(zz) — 7) € R?

Ainsi, (x,y, 2) est solution de (x) ssi g(z,y,2) = (0,0).

~» La fonction g est C! sur R3: ses composantes sont respectivement un polynéme sur R? et une somme de
composée de fonctions C!. (Par contre, g n’est pas polynomiale: cos n’est pas un polynome !)

Et on a, pour tout u = (z,y, z) € R3,

Jac g(u) = 2zy 2 +3  322-1
g =\ zsin(zz) 2 —zsin(zz)



On cherche les zéros de g pour y au voisinage de 2 et x au voisinage de 1. Cherchons donc une solution
ug = (xo0, Yo, 20) de (%) telle que yo = 2,29 =1 : 2y doit donc vérifier

12.243-24+28 -2 =8 28 —z20=2(22—-1) =0 PN z0=0,1ou —1
2:-142-2+cos(l-29) =7 cos(zp) =1 cos(zg) =1

~> La seule solution est zop = 0. Posons donc ug = (1,2, 0);alors g(1,2,0) = (0,0) et

4 4 -1
Jan(U'O) = (2 2 0 )

La sous-matrice correspondant aux dérivées partielles par rapport & = et z donne

4 -1
Dia.9(u0) = (2 0 ) ~ det Dy 2y g(ug) = 2 # 0

donc Dy, .)g(uo) est un isomorphisme. En utilisant le théoréme des fonctions implicites, on peut donc exprimer
les zéros de g au voisinage de ug en fonction de (z, z) : il existe donc un voisinage U de 2 dans R et un voisinage
V de (1,0) dans R?, ainsi qu'une fonction C* v : y € U — (¢1(y), ¥2(y)) € V telle que

(x,2) eViyelU <= yelU
g(x,y,z) = (070) (.’E,Z) :1/)(11)
Puisque Uest un voisinage de 2, il existe r > 0 tel que J = B(2,r) =]2—1r,24+r[C U et on a, pour tout
teJ,
g(11(t),t,12(1))(0,0) ie. (¥1(t),t,12(t)) solution de (*).
Attention: Le TFI nous donne un voisinage, mais ce voisinage n’est pas forcément un intervalle.

2. Déterminer 15(2), ainsi que ¥1(2) et ¥5(2).

Correction: On a (1,0) € V,2 € I C U et ¢(1,2,0) = (0,0) donc ¥(2) = (1,0), donc 91(2) = 1 (ce
qu’on savait déja) et |o(2) = 0|

Par ailleurs,
D¢(2) = _D(x,z)g(UO)ilDyg(UO)

ce qui donne, en utilisant le lien entre dérivée des fonctions & une variable et différentielle

vi=(A2) = (4 ) () =4 (% D -()

done | 41(2) = —1 ]| ¥4(2) = 0|

Exercice 3
Déterminer les extrema de la fonction f : (z,y,2) € R3 — 22 4+ 3y sur I’ensemble

I'={(z,y,2) € R® 40 — 3y = 1,2° 4+ 2* = 5}

Correction: On définit la fonction

g:u=(z,y,2) €R®*— (4o — 3y — 1,2% 4+ 2* — 5) € R?

g1(w) g2(u)

de fagon a ce que I' = g~ 1({(0,0)}.



e Remarquons d’abord que g est & composantes polynomiales, donc continue sur R?, et {(0,0)} est un fermé de
R? donc T' = g~ 1({(0,0)} est un ferme de R3.
De plus, pour tout u = (z,y,2) € I',on a

O§x2§x2+22:5donc|x|§\/5
0<22<a2?+22=>5donc |z| < V5

1
et de la, y = 5(4:1: — 1) donc

4 1 4v5+1
yl < gl + 5 < =5

4541
%, donc T" est borné.

On en déduit que ||uo <
~ T est fermé et borné dans (R3, ||.||s) qui est un e.v.n. de dimension finie. Donc c’est un compact de R3.
Or, f est polynomiale, donc continue sur R?. Par le théoréme de Weierstrass, on en déduit que fir admet des
extrema globaux sur I'.

e Déterminons ces extrema. Les composantes de g sont polynomiales, donc g est C' sur R? . De méme, f est
polynomiale, donc C! sur R3. On a, pour tout u = (z,y,2) € R3,

2x 4 2x
Viuw=13], Vaa(u)=|-3], Vga(u) = | 0
0 0 2z

4 -3 0
”Jacg(“):(m 0 22)

Remarquons que, pour tout u € R? Vg (u) et Vga(u) sont colinéaires ssi Vgo(u) =0 =0 Vg (u).

Or, dans ce cas, on a x = z = 0. Mais si 2 = z = 0 alors 2% + 22 # 5, donc u ¢ T.

~> Donc, pour tout u € T', les deux lignes de la matrice Jac g(u) sont linéairement indépendantes, et donc
rg (Jac g(u)) = 2. On en déduit que, pour tout u € R?, Dg(u) € L(R?,R?) est surjective.

Attention: il ne suffit pas de vérifier que Dg(u) # 0 sur I" !
Attention 2: g n’est pas a valeurs dans R, donc Vg(u) n’existe pas. Le gradient est uniquement défini pour
les fonctions & valeurs réelles.

On est donc dans le cadre d’application du Théoréme des Extrema Liés: si u = (z,y,2) € I' est un extremum de
fir,alors il existe A1, A2 € R tels que
Vi(u) =M\ Vagi(u) + AaVga(u)

ce qui donne

20 = 4\ + 2 o (I =X2)x =2\ = -2 (L1)
3=-3\ A =-1 (L)
0=2X\2z = {Az=0 (Ls)
de—3y=1 dr—3y=1 (L4)
22 +22=5 22 +22=5 (Ls)

D’aprés (L3), deux cas se présentent:
e Cas 1: Ay = 0. Dans ce cas,

(L1) ~r=—2
(L) ~y = 3 (b —1) = -3

(Ls) ~22 =5 —4=1donc z = +1



On obtient ainsi deux possibles extrema de fr:

]ul = (=2,-3,-1), us = (-2, -3, 1)\

e Cas 2: z = 0. Dans ce cas, (Ls) donne x> = 5, donc x & /5. De 14, par (L,),on trouve

4 -1
y:L six:\/g

1

= — — 3
Yy 3(43@ 1) donc WELl
g siz=—-b

On obtient ainsi deux autres possibles extrema de fr

v — <¢51w5—10> s <_¢57_Z%H,0>

3 3

Les extrema globaux de f sur I',dont on a démontré ’existence plus haut, se trouvent parmi ces 4 points. Or,
flur) = flug) = =5 < flus) =4 —4V5 < flug) =4+ 4V5

donc ujet uz sont les minima globaux de fir, et u3 est un maximum global.

Exercice 4

Dans R3 muni de la norme euclidienne
lull = Va2 + 42 + 22
on considére I’ensemble
P={(z,y,2) R’z +y+2z=1}u = (2,1,1)

1. Montrer que K = B(ug,34) NP est un compact non vide.

On définit la fonction
gru=(z,y,2) ER =z +y+2

~» g est une application linéaire définie sur I’espace vectoriel de dimension finie R3, donc g est continue.
Comme {1} est un fermé de R, on en déduit que P = g~ 1({1}) est un fermé de R3. Par ailleurs, la boule
fermée B (uo, 34) est aussi un fermé de R®, donc K est une intersection de fermés de R3, donc c’est un fermé.
Attention: P n’est pas un compact: c’est un plan dans R3, donc P n’est pas borné. Et I'image réciproque
d’un compact par une fonction continue n’est pas (nécessairement) un compact.

2. De plus, K = P N B(ug,34) C B(uo, 34) qui est borné, donc K est borné.
~» K est fermé et borné dans R® qui est de dimension finie, donc c’est un compact de R3.
De plus, wog = (1,0,0) € P et ||w —ug| = ||[(=1,—1,—1)| = v/3 < 34,donc wy € B(ug,34)
~ wg € PN B(ug,34) = K, donc K # .

3. Montrer que la fonction f(z,y,2) = (x —2)%+ (y — 1)? + (2 — 1) admet un minimum sur K en un point tmin

de P.

La fonction f est un polynome, donc elle est continue sur R3. D’aprés le théoréme de Weierstrass, elle est
donc bornée sur le compact K, et elle atteint ses bornes sur K : en particulier, il existe u,,;, € K tel que,
pour tout u € K, f(umin) < f(u).



4. Déterminer le point de P le plus proche de ug.

Remarquons que, pour tout u € R3 f(u) = ||u — ugl||?, donc le point de P le plus proche de ug serait le
minimum de fjp,8’il existe.

Attention: Il faut expliquer le lien entre les extrema de f et la question du point le plus proche de wg
!

Or, on sait que fjx admet un minimum: il existe umin € P tel que, pour tout u € K, f(tmin) < f(u).

Attention 2: Il faut justifier que le minimum sur K est aussi le minimum sur P: il se pourrait, a pri-
ori, qu’il y ait un point sur P\ K qui soit encore plus minimal !

Montrons que i, est un minimum global de fip. On a, pour tout u € P,

e Soit u € B(ug, 34), dans ce cas u € K et f(u) > f(umin);

e Soit u ¢ B(ug,34),et dans ce cas, en utilisant le point w € K trouvé en 1., f(u) = ||u — ug||* > 34% >
lwo — uoll® = f(w) > f(umin)-

~> Dans tous les cas, f(u) > f(tmin) donc la distance entre u et ug est plus grande que la distance entre w,;, et
ug. Le pointde P le plus proche de ug est donc uy,, -

On cherche donc a déterminer i, , le minimum global de fp.

e Remarquons d’abord que f et g sont polynomiales, donc C' sur R3, et pour tout u = (z,y,2) € R® on a

2z — 2) 1
Viw ={2y—1)],Vg(u)= |1
2(z— 1) 1

donc, pour tout u € R3 Vg(u) # Ogs.

e On est donc dans le cadre d’application du TEL: si u € P est un extremum local de fp, alors il existe A € R

tel que
20r—-2) =X
2—1) =2A
\Y =2V , c.ad
S = \Vg(u), cad 4070 T
r+y+z =1

En sommant les trois premiéres lignes, on trouve
2@+y+2)—22+1+1)=3A

d’ot, en utilisant la derniére ligne,
2-1-8=3Xcad A= -2

On en déduit
20 —-2)=-2 ~z=1
2(y71)272 '\»y:()
2z-1)=-2 ~z=0

Il y a donc un seul point candidat: (1,0,0), et puisqu’'on sait que fp admet un minimum global, on a

nécessairement ’umm = (1,0,0) ‘




