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Correction : Calcul différentiel - Exercices sur le TIL

Exercice 9 Soient a, b € R. On considere 'application

f:R2 — R2
(x,y) +— (x+acos(y),y+ bsin(z)).

1. A quelle condition sur (a,b) la fonction f est-elle un difféomorphisme local en tout point de
R?? On suppose par la suite que cette condition est vérifiée.

Correction : L’application f est €' sur R? puisque chacune de ses composantes est une fonction
usuelle €. De plus, pour (z,y) € R?,

1 —asin(y)

ccos(z) 1 ) donc det(Jacs(w,y)) = 1+ abcos(x)sin(y)

Jacy(x,y) = (

D’apres le théoréme d’inversion locale, pour que f soit un ¢!-difféomorphisme local, il faut et il suffit
que Df(x,y) soit inversible pour tout (x,y) € R, autrement dit

f est un €'-difféo local <= V(z,y) € R?, det(Jacs(x,y)) = 1 + abcos(x)sin(y) # 0.

Or,
1
1+ abcos(z)sin(y) =0 <= ab # 0 et cos(x)sin(y) = ~
a
Deux cas se présentent :
> Si ‘—ﬁ‘ < 1, alors il existe 29 € R tel que cos(zg) = —2- et on a alors det(Jacs(wo, §)) = 0.

Dans ce cas, f n’est pas un ¢ -difféomorphisme au voisinage de (o, §).

> Si ’—ﬁ’ > 1, alors pour tous z,v,

1
ab

| cos(x)sin(y)| < 1< ’

donc, pour tout (z,y) € R?, det(Jacs(z,y)) =1 + abcos(z) sin(y) # 0.

On obtient donc que f est un ¢*-difféomorphisme au voisinage de tout point de R? ssi |ab| < 1.
A partir d’ici, on suppose donc que c’est le cas.

2. Montrer que pour tout (t1,%2) € R?, on a |sin(t;) — sin(t2)| < [t1 — ta|.

Correction : Par le théoreme des accroissements finis, pour tous réels t; < to, il existe ¢ € [t1, ta] tel

que
|sin(t1) — sin(t2)| = |cos(c)||t1 — ta| < [t1 — 2.

3. En déduire que f réalise un difféomorphisme de R? sur son image.




Correction : Montrons que f est injective, ce qui nous permettra d’appliquer le théoreme d’inversion
globale. Pour tous (z1,y1), (r2,v2) € R?,

{m +acos(y1) = w2 + acos(yz) {901 — w3 = a(cos(y2) — cos(y1))
y1 + bsin(x1) = ya + bsin(xg) y1 — y2 = b(sin(z2) — sin(x1))

On en déduit que
w1 — @2| < al| cos(y2) — cos(y1)| < lallyz — y1| = |abl| sin(z2) — sin(z1)] < [ab||z1 — 2

donc (1 — [ab)|z1 — 22| < 0. Puisque [ab| < 1, ceci implique |1 — 22| = 0, donc [21 = 22]. De la, on

déduit que y1 — y2 = b(sin(x2) — sin(z1)) = 0, donc [y1 = y2 ]
~ Ainsi, dés lors que |ab| < 1, f est injective sur R%. Par le théoréme d’inversion globale, f est
un % '-difféomorphisme sur son image.

Exercice 10 Montrer que f : (z,y,2) € R® — f(z,y,2) = (¢¥ +€*,e* +e¥,z —y) € R3 est
un C! difféomorphisme de R? sur f(R3).

Correction : L’application f est €', puisque chacune de ses composantes est une somme de fonctions
usuelles ¢! sur R. On va voir qu’on peut appliquer le théoréme d’inversion globale & f.

— Montrons que f est un %'-difféomorphisme local au voisinage de chaque (z,y,z) € R3. Soit
donc(z,y,z) € R, on a

0 e¥ ¢
Jacg(z,y,z) [ €® €Y 0| donc det(Jacy(z,y)) = —e*(e® +¢€¥) #0
1 -1 0

On en déduit que D f(z,y, z) est inversible, donc, par le théoréme d’inversion locale, f est un
¢ '-difféomorphsime au voisinage de (x,y, 2).

— Montrons que f est injective. Soient (1, y1, 21), (¥2, Y2, 22) € R3. On a

eVl + e*l = e¥2 4 e*2
e"1(1+4 1771 ) = e"2(1 4 e¥2772)
—e¥Y2—T2

1 —y1 =22 —Y2

eVl + e*l = e¥2 + e*2
f(@1,y1,21) = f(22,92,22) <= (e + eVt =e™2 62 <=

T1— Y1 =2 — Y2

ce qui donne

el = (eyz _ eyl) + e?2 21 = 29
el = e'2 = (T =29
1 —Y1 =22 —Y2 Y1 =192

Donc f est bien injective.

Par le théoréme d’inversion globale, on en déduit que f est un €*-difféomorphisme sur son image.



