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Compléments d’analyse

Correction : Calcul différentiel - Exercices sur le TEL

Exercice 16 Déterminer les extrémas de la fonction f : (x,y) — xy sur 'ensemble

S={(w.y) €R% g(z,y) = 2%+~ 1=0}.

Correction : Les fonctions f et ¢ sont polynomiales, donc de classe €', sur R?. De plus, leurs
jacobiennes en (z,y) € R? sont données respectivement par

Df(x,y) = (y :r) et Dg(z,y) = (29: 2y)
Remarquons que Dg(x,y) = (0,0) si et seulement si (z,y) = (0,0). Or (0,0) ¢ S, donc Dg ne s’annule
pas sur S.

On peut donc appliquer le théoréme des extrema liés : si fs admet un extremum en (a,b) € S,
alors il existe A € R tel que

2 2
a b =1
(a,b) €S +
<~ <b=2)\a
Df(a,b) = ADg(a,b)
a=2\b

Mais alors, 1 = a? +b? = (2Ab)? + (2Xa)? = 4X?(a® + b%) = 4A%, donc A = £3.

> SiA= %, on obtient

{b:a donc (a,b) = (ﬂ ﬂ) ou (a,b) = (ﬂ \/§>

2 — 1 FR) CRN
> Si\= —%, on obtient

b=—a V2 V2 V2 V2

{2@2 1 donc (a,b) = (2,—2> ou (a,b) = (—2, >

On a donc obtenu 4 points de S qui peuvent étre des extrema de f|s.

Réciproquement, S est fermé borné dans R? de dimension finie, donc S est compact. La fonction
[ est continue sur S, donc f|s est bornée et atteint ses bornes sur S, et cela se produit nécessairement
parmi les 4 points "candidats extrema". Or

V2 V2 1 V2 V2
N o)==/ 2%

2 4)- 4120

27 2

donc, d’une part, (ﬁ ﬁ) et (—@, —@) sont des maxima de fs, et d’autre part (72, —72) et
V2 V2

(—7, 7) sont des minima.
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Exercice 17 Déterminer les extréma de la fonction f: (z,y, z) — = + y + z sur I'ensemble

2 2 2
y z
4z 1=0}.
Ty }

x
&= (%?LZ)ER3§ g(x7yvz):7 -

2 6
Que se passe-t-il si on remplace &£ par

2 2 2
&' = {(x,y,Z) € R%; g(w,y,z)=—2+i+26—1:0}.

Correction : Les fonctions f et g sont respectivement linéaire et polynomiale, donc de classe €' sur
R3. Leurs jacobiennes en (z,y, z) € R? sont données par

Df(x,y,z) = (1 1 1) et Dg(x,y,z) = ($ 3 %)

Remarquons que Dg(z,y, z) = (0,0,0) ssi (z,y,2) = (0,0,0) ¢ £. On peut donc appliquer le théoréme
des extremas liés : si fj¢ admet un extremum en (a,b,c) € &, alors il existe A € R tel que

(a,b,c) € &€ %—i—g-i-%:
—
Df(G’?bvc) :)\Dg(a,b,c)

On en déduit que A # 0 et

—13_2 ,_3 —1,_2 . _3
{a—)\,b—A,c—)\ {a—)\,b—)\,c—)\

1 4 9
ezt o Tae =1

On trouve donc deux points qui peuvent éventuellement étre des extrema de fi¢ :



Dpour)\:\/g,onaulz(é,

Dpour/\:—\/g,onaf@:(—

Réciproquement, £ = g~1(0) est un fermé de R3, et

2v3 33
3 3
V3
37

ER T)

2 2 2
(,y,2) €€ = a® +y° + 2> <62° + 3y° + 22° = 12 (“72 ?ilJrZ) — 19

donc & C By(0gs, 12). On en déduit que € est compact. Comme f est continue, f admet un maximum
et un minimum global sur £, et ce sont nécessairement les points qu’on a trouvé. Or

flur) = 2V3 > =2v3 = f(uy)

donc u est le point ou fe atteint son maximum et uo est le point ou fg atteint son minimum.

FIGURE 1 — En bleu : £, en moche : les plans  +y + 2 =2V3 et z +y + 2 = —2/3

2 2 2
y+z—1:o}.

Remplacons maintenant £ par
S
2 4 6

& = {(ﬁ,y, z) € R3; g(x,y,2) =

Comme précédemment, g est polynomiale, donc € sur R? et sa jacobienne est donnée par
On vérifie donc que Dg(x,y,2) = (0,0,0) ssi (x,y,2) = (0,0,0) ¢ &'. On peut donc, de nouveau,

appliquer le théoréme des extrémas liés & fie/.
Si fler admet un extremum en (a,b,c) € &', alors il existe A € R tel que

{<a,b,c>e<9' {—§+€f+z=1
A A
Df(a,b,c) = ADg(a,b,c) =-Xa=35b=3c
donc A # 0 et
_ _13_2 ._3 _1lp_2 ._3
a——x,b—x,c—x —s a—x,b—x,c—x
—sh At tar =1 A2 =2
222 432 612

On trouve donc deux points qui peuvent éventuellement étre des extrema de fer :

> pour A = /2, on a u} = (—@, %, %), et f(u}) =2v2.

3



> pour A = —/2, on a uh = (?, —27‘/5,—37*/5), et f(uh) = —2v/2.

Mais cette fois, u et uz ne sont pas des extremas globaux de fjer. En effet, pour tout z € R,
s (2,4 +222,0) € E et f((x, V4 + 222,0)) > 24/2 pour z assez grand ;
s (—x, =4 +222,0) € & et f((—x, —V4+ 222,0)) < —2v/2 pour z assez grand.

~+ f prend des valeurs arbitrairement grandes sur &', et n’y admet donc pas de maximum (ou de
minimum) global. On peut s’en douter en regardant la téte de &’ :

En fait, v} et v ne sont méme pas des extremas locaux. Pour s’en apercevoir, on considére deux
courbes sur £ qui passent toutes les deux par u} :

D’une part
1(t) = (—\f, V5 cos(t), \/?Siﬂ(i&))

Alors pour tout ¢t € R, v1(t) € £, et 1 (tanfl(\/g)) = u}. Autrement dit, v; est une courbe tracée
sur £, qui passe par u}. On a de plus (f ov1)(t) = —g + V5 cos(t) + /22 sin(t). Si on étudie cette

fonction, on s’apercoit qu’elle a un maximum local en tan_l(ﬂ%)) ~ (.8860 :

wiplot2d(£(t), [t,atan ( sart(3/2))-1, atan ( sqrt(3/2))+1])

Donc, en prenant ¢ proche de tan_l(\/g), on trouve que, dans tout voisinage de v}, ily ax € &
tel que f(z) < u} : u} n’est pas un min local.

D’autre part, considérons

Ya(t) = [ t, V1 + 22, 3\2/§>

Alors pour tout t € R, y2(t) € &', et ¥ (——2 = u). Autrement dit, v2 est une courbe tracée sur

=t+V1+2t2+ 32ﬁ Si on étudie cette fonction, on
2

s’apergoit qu’elle a un minimum local en —%* ~ —0.707 :

~ o

&', qui passe par uf. On a de plus (f o y2)(¢

[



- o

Donc, en prenant ¢ proche de —‘/75, on trouve que, dans tout voisinage de u}, il y a 2 € £’ tel que

f(z) > u) : v} n’est pas non plus un max local.

En fait, tout ce que nous dit le TEL, c’est que le plan z +y + 2z = 21/2 est tangent & £ en u} et
le plan z +y + z = —2/2 est tangent & &' en uj :

Exercice 18 Déterminer les extréma de la fonction f : (x,y, z) — z sur ’ensemble

8:{(x,y,z)€R3; x2+y2+z2—1:Oetx+y+z—1:0}.

Correction : Notons
g:R® -5 R?
(‘ray?Z) = (gl(xayaz)agQ(xaya Z)) = (‘r2 +y2 +Z2 - 17‘T+y+ Z = 1)

Alors £ = g1(0,0). De plus, f et g sont polynomiales, donc ¢! sur R3, et leurs différentielles en
(x,7,2) € R? sont données par

20 2y 2z
Df(w,y.z)=(0 0 1) eth(x,y,z>=<1 ; 1)

L’application linéaire Dg(z,y, z) est surjective sauf si z = y = z, ce qui, sur £, ne se produit pas :
en effet,

T=y=2z
x,y,2) €E
{( y:2) — {322 =1
m:y:

3x =1,

ce qui est contradictoire.



Appliquons donc le théoreme des extremas liés a fic : si fi¢ admet un extremum en (a,b,c) € &,
alors il existe Aq, Ay réels tels que

(a,b,c) € €
Df(a,b,c) = A\1Dgy(a,b,c) + A2Dga(a,b,c)

ce qui se réécrit :

a2+ +ct=1
a+b+c=1
0=2X\a+ A
0=2Ab+ A
1=2\c+ X\

En sommant les trois dernieres lignes, et en utilisant a + b + ¢ = 1, on obtient 2\; + 3A9 = 1. En
soustrayant la quatrieme ligne aux troisiéme et cinquiéme lignes, on obtient de plus

2A1(a —b) =0
2)\1(6— b) =1

De cette derniere équation, on déduit que A; # 0 et

a4+ +c=1
Ao = 1(1—2\)

a="b

_ 1
c-b—i—21

b= A2 — 221
= T2 T T 6M

En remplacant a,b, ¢ par leur expression dans a? + b? + ¢ = 1 on trouve

20 — 1\? /20 —1\? 2\ 4 2)?
+ - =1
6)\1 6)\1 6)\1
<= 2(2\ — 1)? + (2\ +2)? = 367}
— 6A} 43 =18)\2
1

— )\1:1

On trouve donc deux points candidats pour étre des extrema de figr :
> pour A\; = % on obtient v; = (0,0,1);

1 ; 2 2 1
> pour A = —5 on obtient vy = (57 % —g)

et ona f(v2) < f(v1).

Puisque € est un fermé inclus dans la boule fermée B(Ogs, 1), c’est un compact, donc f (qui est
continue) est bornée sur £ et atteint ses bornes. On en déduit que fie a un maximum global en v; et
un minimum global en vs.



