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Correction : Calcul différentiel - Exercices sur ’inégalité de Holder

Exercice 23 (Inégalité arithmético-géométrique)
1. Déterminer le maximum de la fonction f : z = (2;)1<i<n — H z; € R sur I’ensemble
i=1

K= {($i)1<i<n S (Ri)n; sz = 1} .
=1

Correction : Notons U l'ouvert (R%)™ C R" et
n
g:x:(:vl,...,xn)GUHZ@-—IER
i=1

Alors K = g~1(0). De plus, les applications f et g sont polynomiales, donc ¢! sur R”, et on a,
pour tout j € {1,n} et pour tout x = (z1,...,z,) € (R})"

of (x) = Hx, et @(a:) =1

8.73j itj 8$j
On en déduit que, pour tout x € U, Vg(z) # 0. On peut donc appliquer le théoréeme des extrémas
liés & fix @ si fix admet un extremum en a = (ay,...,a,) € K, alors il existe A € R tel que
a1 +...+a,=1
a€el .
{ = (0){Vje{l,n},a; >0
Vf(a) = AVg(a)

Vi€ {l,n}I]izai=A

En multipliant chacune des équations J];.; a; = A par a;, on trouve que

n
0<Hai:)\a1:)\a2:...:>\an
i=1
donc A # 0 et a3 = az = ... = a,. Mais alors, en utilisant la premiére ligne de (*)
" 1
1:Zai:na1 doncag=as=...=a, = —.
; n
=1
ce qui nous donne un seul point possible pour étre un extremum de f sur K : a = (%, e %)
Réciproquement, remarquons que K = {((x1,...,2n),z; = 0,> x; = 1} est fermé et borné dans

R", donc compact. Puisque f est continue sur R”, elle est bornée et atteint ses bornes sur K. En
particulier, elle attteint son maximum, soit en a, soit sur K \ K.

Or, pour tout x = (x1,...,x,) € K\ K, il existe i € {1,...,n} tel que z; = 0, donc f(x) = 0. Par
ailleurs pour tout z € IC, f(x) > 0.

Donc f est minimale sur K \ K et atteint son maximum sur K au point a.

On en déduit que a = (£,..., 1) est le maximum de f sur K.



2. En déduire que, pour tout (a;)i<i<n € (RL)",

1
n = 1 n
<Hai> < ﬁZai.

=1

(C’est ce qu’on appelle 'inégalité arithmético-géométrique).

Correction : Soit a = (a1, ...,a,) € (R} )", alors EL € K, donc

a;

war = (Sa) < Gn) =

ce qui donne bien

Exercice 24 (Inégalité de Holder sur R™)
1. Soit p > 1 et (b;)1<i<n € (R%)™. Déterminer le maximum de la fonction

f:x:(xl,...,xn)HZbixi

sur ’ensemble

Correction : L’application f est linéaire, donc ¢’ sur R”. On note U = (R% )" C R" et

n
gio=(21,...,xy) €U Y al —1€R.
i=1

Alors K = g=1(0).
De plus, g est €' sur U puisque c’est une somme de composées de fonctions € :

n
g(x) = exp(pln(z;))
i=1
A p n'est pas nécessairement entier, donc g n’est pas un polynome!

On calcule, pour tout j € {1,n} et pour tout = = (z1,...,z,) € U,

of g p-1
a—%(az) =bj et a—%(x) = px;
On en déduit que Vg ne s’annule pas sur U et on peut donc appliquer le théoréme des extrémas
liés & fix @ si fix admet un extremum en a = (ay, .. .,a,) € K, alors il existe A € R tel que
A +...+a=1
ack = (%) vl'e{l n} >0
sy U}, Qs
V/(a) = AVg(a) ’ /

Vied{l,..,n} b= /\paﬁ-’_1



Posons ¢ = -£7. On a alors % + % = 1. Alors, pour tout j, bf = AMp?a¥ donc
n n
Dbl =Nty af = N
i=1 i=1

Ce qui nous permet d’obtenir

De la, on déduit que Vj € {1,...,n}

Q=
Q=

a._<ba‘>p‘1_ bj T b ’
TApA (2, b9) (27, b7)

Donc si f a un extremum sur K, il est forcément atteint au point

et on a

Il 3
S
<7
B

De plus ,remarquons que g est convexe sur U : pour tous =,y € U,
—1 —1
(Vg(x) = Vg(y),z —y) =D _plal — )@ — ys)

Or, puisque p > 1, on voit, en séparant les cas z; > y; et z; < y; que les produits (2" —y? ") (2, — ;)
sont tous positifs. Donc on a, pour tous x,y € U,

(Vg(z) = Vg(y),z —y) >0
ce qui implique que g est convexe.

1
1 (& £
De plus, f est linéaire, donc concave et, comme A = — <Z b?) > 0, la fonction f — A\g est
P \i=1

concave sur U. Si elle a un point critique, ce point critique est donc nécessairement un maximum
global. Or, on a montré que
Vf(a) —AVg(a) =0



donc f — Ag a un maximum global sur U en «a : pour tout x € U,

f(z) = xg(x) < fla) = Agla) = f(a)

puisque a € K donc g(a) = 0. Et d’ailleurs, pour tout z € K, g(z) = 0 donc on a, en particulier,

Ve e K, f(z) < f(a)

~ f a un maximum global sur IC qui est atteint en a.

Correction : Soit (a;)1<i<n € (R%)™ alors

( ai o (079 1) cK

(Ca)r (T

= ) 2 oib <<n b?)q
((Za) (Cay) (S ab)» 1:21

1 1
Soo e (B) (E)

On utilise cette inégalité pour démontrer que I’application

’d\'—‘

donc

’tH»—A
Q=

d’ou

n
lp: 2= (21,....20) ER" = > |ail’ €R
i=1

définit une norme sur R pour tout réel p > 1. L’inégalité de Holder nous permet de démontrer que
||.||, vérifie I'inégalité triangulaire. En effet, soient, z = (z1,...,2y),y =2 = (21,...,2,) € R". On a

n n
Iz +ylB =" |z +wil” < (@il + |wil)?
i=1 i=1

Or, (] + [yl = (il + [gil) (sl + [ )P~ = |l (Ji] + |y )P~ + |yl (Js| + [l )P~ doir

n n n
(il + )P < D lwal (sl + i)~ + D lyil (Jaza| + e )P~
=1 =1 =1
1 1
n D n q
< (Z\ﬂfilp> (Z(!MH\%D(” R )
=1 =1

¥ (iw) (Z o + ) - >)

i=1 =1
(sl + I )
1

Q=

< (lzllp + lyllp) (

n

7



Q=

on en déduit, en divisant de part et d’autre par (>°1 ; (|z;| + |vi|)?)

1

17
n q
(Z(!wi\ + !:w!)”) <zl + lyllp

=1

D’otu finalement, puisque 1 — % =1

B =

n
Iz + yllp < (Z(\wil + \yz'\)p> < lzllp + llyllp-

i=1

Exercice 25 Etant donné A une matrice symétrique réelle d’odre n > 1, on considére le

probleme
(x) inf <Az, z>, (1)
llzll=1
ou <-,-> désigne le produit scalaire usuel sur R" et || - || la norme associée.

1.Montrer que le probléme (x) admet une solution z*.

Correction : Notons f : z € R" —< Az, xz >. L’application f est quadratique, donc continue sur
R™.

De plus, R™ est de dimension finie donc la sphére unité S = {z € R", ||z|| = 1}, étant fermée et
bornée, est compacte.

On en déduit que f est bornée et atteint ses bornes sur S.

En particulier, il existe bien 2* de norme 1 tel que pour tout = € R™, ||z|| = 1, on ait f(x) > f(x™).

2. Montrer que z* est un vecteur propre de A associé a une valeur propre \*, et que toutes les
autres valeurs propres de A sont supérieures ou égales a \*..

Correction : Notons
g:rER" = (z,2) — 1=z -1€R

Alors § = {z € R",||z]|> — 1} = g 1(0). De plus f et g sont quadratiques, donc de classe ¢! sur R"
et on a

Df(x)(h) = 2(Az, h), Dg(x)(h) = 2(z, h)

don
Vf(z) =24z, Vg(z) = 2z.

On en déduit que Vg(z) = 0 si et seulement si x = 0. Puisque 0 ¢ S, Vg ne s’annule pas sur S.

~» On peut appliquer le théoreme des extrémas liés a f|s : xi 29 € S est un extremum de fs alors
il existe A € R tel que
9 €S xol| =1
{ 0 {H oll
Vf(xo) = AVg(zo) Azg = Az
On en déduit que les extrema possibles de f sur S sont les vecteurs propres de norme 1 de A. De
plus, pour un tel zg, on a ||zg|> = 1 donc

f(x) = (Azo, mo) = (Amo, o) = A|zo|* = A,

donc le minimum de f sur S est atteint sur tout vecteur propre de norme 1 associé a la plus petite
valeur propre Apin-



3. En déduire que A est diagonalisable.

Correction : Considérons une base orthonormée de 1’espace propre E) . et complétons-la en une

base orthonormée de R* = Ey & E5y-

Amin :

min
min

Remarquons que pour tout x € E)%mm, Ax € E/\me : en effet, pour tout y € E) on a

min?

<Azm,y>=<z,Ay>= Apin <z,y>= 0.

Soit P la matrice de passage de la base canonique a cette base, alors

plgp — ( Aminldp, ‘ 0 )

0 B

On va donc pouvoir onsidérer B comme la matrice d’'un endomorphisme Efmm — E/\me et appliquer
le raisonnement fait en 1. et 2. a 'application

frxe Ei‘mm —<Br,z>cR

sur 8’ ={z € Ey,,,.|lz|] =1}

Par récurrence, on obtient que f est diagonalisable.



