Université Paris 1 Panthéon-Sorbonne
L3 MIASHS 2019-2020
Compléments d’analyse

Corrigés : Espaces de Lebesgue

Exercice 9 (Inclusions dans les £P(u))
Soit (£2,.e7, 1) un espace mesuré et soient 1 < p < g. Montrer que :

1. Sipu(Q) < oo, alors Z9(Q, o/, u) C LP(Q, o, p).

Correction : Soit f € £, o7, ). On cherche a majorer [, |f|P du. Pour cela, on va

passer de |f|P a |f|? en utilisant I'inégalité de Holder avec les exposants conjugués % et
q

ce qui donne
q—p a

Lrrdn= [ 1107 < (/Q(W)g@)g_(/gmd@w: (/Qrf\qdu)g-um)%”

Or, [o |f|%dp < oo puisque f € L9(Q, o/, p) et p(2) < oo puisque la mesure p est finie.
Donc [, | f|P dp < oo, autrement dit, ‘f € 2P (0,9, 1) ‘

1 1
Remarquons qu’au passage, on a obtenu la majoration N,(f) < pu(Q)? « Ny(f).

2. Si(Q,9) = (N, Z(N)) et si u désigne la mesure de comptage, alors

2P, A ) C L4, A ).

Correction : Soit f € LP(N, Z(N), u). Alors [y |fPdu =3, en|f(n)[P < oo, autrement
dit la série de terme général (|f(n)[P),en est convergente, ce qui implique que la suite
(If(n)|P)nen tend vers 0.

En particulier, cette suite est bornée : il existe M > 0 tel que pour tout n € N,
|f(n)|P < M. On en déduit que pour tout n, |f(n)| < M.

Utilisons cette observation pour majorer >, oy |f(n)|?.

ST =S F@)PLF0)P < M ST | f(n)P < oo
neN neN neN

en utilisant que, puisque ¢ = p, [f(n)|77P < M5
On a donc bien ‘ feZYN, Z(N),n) ‘

1. On a bien >lpuisqueq>peté+i:§+q_1’:1_
p

g qa=-p
p -7 q



Exercice 10 (Intersections les ZP(u))
Soit (£2,.97, 1) un espace mesuré et soient p1,ps € [1, +00], avec p1 < po.

1. Montrer que pour tout p € [p1, p2], on a l'inclusion

LPUQ, o, 1) N LPD, o, 1) C LPQ, o, )

Correction : Soit f € ZLP1(Q, o/, u) N LP2(Q, o/, ). Il va s’agir de majorer |f|P en
fonction de |f[P* et |f|P2.

On remarque que si |f(x)| <1, alors |f(x)|P7P* < 1 donc |f(z)P < |f(x)[P*.

Inversement, si |f(x)| > 1, alors |f(x)|P27P > 1 donc |f(x)[P < |f(x)|P2.

De plus, les ensembles {|f| < 1} = |f|7'(] — o0, 1]) et {|f] > 1} = |f]7' (1, +o0[)
sont mesurables, puisque |f| est mesurable, et forment une partition de 2. On a donc
L=1qs>1 + Tsicap doU P = fPL 51y + S PL p1<ay- De la,

rq :/ Ly popyd +/ Ly enyd
/Q|f! p Q|f’ (f1>13dp Q|f| (f1<1ydp
</Q|f|p11{|f\>1}du+/ﬂ|f|p21{\f|<1}du
< [1smdns [ 15mdp < oo
Q Q

Donc f € ZLP(Q, o, ).

2. En déduire qu’étant donné f € £°(€, o7), 'ensemble
I={pel,+oo|, fe L, pn)}

est un intervalle.

Correction : Si f n’est dans aucun des .ZP, alors I = () est un intervalle. De méme si
b

I'={p}.
S’il existe p; # po dans I, alors f € ZP1(Q, o, u) N LP2(Q, o, ), done, par la
question précédente, pour tout p € [p1,p2], f € LP(Q, o, ). Autrement dit,

p1,p2 € I = [p1,p2] C 1.

I est donc un sous-ensemble convexe de R ; autrement dit, c’est un intervalle.



Exercice 12 Soit (£, .27, 1) un espace mesuré. On définit, pour tout f € Z°(Q, &7;R),
la quantité

Noo(f) = inf{C > 0; p(fe € Q. |f(2)| > C}) = 0} € [0, +00].

1. On veut montrer que f < Noo(f) p-p.p.
(a) Montrer que, pour tout k € N*, p(4%) = 0 ot on a posé

M= {2 €2 17(@)| > N + 1 |

Correction : Notons A = {C > 0; u({x € Q, |f(x)] > C}) =0}.
Par définition de la borne inférieure, pour tout € > 0, Noo (f)+¢€ n’est pas un minorant

de A. 1l existe donc C: € A tel que C: < Noo(f) +&.
Donc, pour tout k£ € N*| il existe C € A tel que Cr < Noo(f) + % Cette inégalité

implique que

M= {2 e Q@I > Nl + 1} © {2 €2, @) > O}

Or puisque C, € A, on a u({zx € Q, |f(z)| > Cx}) = 0. On en déduit que p(A%) = 0.

[ (b) Conclure.

Correction : Posons A = Ugen+A%. Montrons que
N ={z €, [f(z)| > Noo(f)}-

Soit x € 4. Alors il existe ky € N* tel que x € 44, donc

F@)] > No(f) + ,jo > Nool(f).

On a donc bien A C {z € Q, |f(z)| > Noo(f)}.

Soit x tel que |f(z)] > Noo(f). Alors |f(x)] — Noo(f) > 0 donc il existe kg € N* tel
que |f(z)| = Noo(f) > %, autrement dit |f(x)| > Noo(f) + %.
Donc z € A, € UgA%. On a donc montré que {z € Q, |f(z)| > Noo(f)} C A

On en déduit que u({x € Q, |f(x)] > Noo(f)}) = p(A) < 3 (M%) = 0. Autrement
dit, [f(z)| < Neo(f) p-p-p.



2. On suppose dorénavant que p(£2) < co.
(a) Montrer que pour tout p € [1,+o0[ on a

Ny < #(Q)7 Noo

Correction : D’apres (1), pour presque tout z € Q, on a |f(z)| < Noo(f), d’ou

/ |f(@)[Pdp < / Neo(f)Pdp = Noo(f)P11(Q) donc
Q Q
< N,

Np(f) < Noo(F)n()7.

(b) Soit f € £°(Q, o, p) = {f € L°(Q,); Neo(f) < 00}
Pour tout € > 0, on pose A. = {x € Q,|f(z)] > Noo(f) — €}. Montrer que
u(Ag) > 0 et que, pour tout p € [1, +o0],

B =
N

(Noo(f) — €)(1(Ae))? < Np(f)-

Correction : Remarquons d’abord que si Noo(f) = 0 alors A. = Q et le résultat tombe

tout seul.
Supposons donc Noo(f) > 0. On procede par 'absurde : supposons que p(Ag) = 0.

Alors, Noo(f) —e > 0 pour € assez petit, et on a alors Noo(f) — e € A. Donc
Noo(f) —e > inf A = Noo(f),

ce qui est absurde. On a donc bien u(A.) > 0.
Par ailleurs, puisque pour tout « € A., |f(z)] > Noo(f) — €, on a

[ 1Pduz [ 1frdu > [ (Neolf) = £Pdi = (Noolf) = (A2,
Q Ae A

€

D=

d’ou la majoration souhaitée : Np(f) = (Noo(f) — €)pu(Ac)P.

(¢) En déduire que pour tout f € £*°(Q, o/, 1), on a

Nao(f) = lim_Ny(f).

p—>+o00

Correction : D’apres 2.(a), on a, pour tout p > 1, Np(f) < Noo(f)p(2)? donc

lim sup Np(f) < limsup(Nao (f) () 7) = Noo(f).

p—o0 p—00




D’autre part, d’apres 2.(b), pour tout p > 1 et pour tout € > 0,

No(f) = (Noo(f) — £)p(Ac)»

donc
1
lim inf Np(f) > lim inf((Noo (/) — ©)(A42)7) = Nl ) .
Ceci étant vrai pour tout € > 0, on a liminf, o Np(f) = Noo(f). On a donc
Noo(f) < liminf Np(f) < limsup Np(f) < Noo(f)

p—0 pP—00

Donc limy_,o Np(f) existe et vaut Noo(f).

Exercice 13 (Convergence dominée dans les £ (u))

Soit (£2,.97, ) un espace mesuré et soit (fn)neny une suite de fonctions de
ZLP(Q, o, ) qui converge p-p.p. vers une fonction f. On suppose qu’il existe
g € ZLP(Q, o, u) telle que, pour tout n € N, [f,| < g p-p.p. Montrer que
feLP(Q,o, 1) et que

lim Ny(fn—f)=0.

n——+oo

\.

Correction : Montrons d’abord que f € ZP(Q, 7, u). Pour tout n et pour presque
tout x, |fn(x)| < g(x). Autrement dit, en posant 4, = {z € Q,|f.(x)| > g(x)}, on
a p(A,) = 0 pour tout n. Soit B = {x € Q, fo(z) - g(x)}. Alors, par hypothese,
w(B) = 0. On en déduit que p ((UpAyp) U B) = 0, et, pour tout =z ¢ (U,A,)U B, par
passage a la limite, on a |f(z)| < g(x), donc

/ |f(z)[Pdp < / gPdp < oo,
Q Q

dou f e LP(Q, o, ).

Rappelons le théoreme de convergence dominée, qui ressemble furieusement a ce
qu’on nous demande :

Théoréme Soit (2, o7, 1) un espace mesuré et soit (hy)nen une suite de fonctions me-
surables telle que

> Il existe h : Q — R telle que h,(x) — h(x) p-p.p.
> Il existe g : Q — R intégrable telle que pour tout m et pour presque tout x,
[hn(2)] < g(z).
Alors f € LYQ, o, p) et limp—sio0 o frdp = [ fdp.



Par ailleurs, la suite (h,, = |f,,— f|") converge u-p.p. vers 0. Par ailleurs, par convexité
de t — tP, on a, pour tous a,b > 0,

1 1 1 1
(a + b) < =aP + =bP donc (a + b)P < 2P~ (aP + bP)
2 2 2 2
donc on a p-presque pour tout x,

ha(2) = | fu() = f(@)IP < (|fa(@)] + [f(@)[P) <27 (| fa(@)P + [ f(2)]P) < 2P

Donc la suite (hy,), est majorée par la fonction intégrable 2PgP. On peut donc appliquer
le théoréme de convergence dominée a (hy,),, ce qui donne :

n—oo

lim / |fn—f|pd,u:/ lim |f, — f|Pdu =0,
0 QTL*}OO

dott Ny(fo — f) 222 offf

2. Autrement dit, (f»). converge vers f pour la “norme” N,. Sauf que ce n’est pas une norme.



