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Compléments de calcul intégral et différentiel

Examen de premiére session - 13 mai 2022 - Corrigé
Moyenne : 9.5/20 (baréme sur 23), avec un écart-type de 3.3.
Les notes vont de 1.5 a 16.

Partie 1 : Calcul différentiel

Exercice 1 (/8 points) On pose

F:R" - R"

v (f2ff + D

1. (/1pt) Montrer que F est ¢! sur R™.

2. (/2pt) Montrer que F est un ¢~ difféomorphisme au voisinage de 0. Donner la
différentielle de sa réciproque en 0.

3. (/2pt) Montrer que, pour tout x € R"™,pour tout h € R",
DF(x)(h) = (|2[3 + 1)h + 2(z, h)z

4. (/3pt) En déduire que F est un ¢!-difféomorphisme de R™ dans R™.
Indication : Remarquer que t — t3 4+t est une bijection R — R.

Corrigé :

1. Méthode 1 : Les composantes de F' sont données par
Vi=1,..,n, F)=(|z/3+ Dz = 2 + ..+ 22 + 1)z
~+ les F; sont des polynémes, donc sont €' sur R”. Donc F est C!.

Méthode 2 : Notons

iz R o ol +1 = (2 + 1,
m:(Au) ERXR" — Au e R”

Alors

— ¢ est somme d’une application quadratique continue (produit scalaire) et
d’une constante, donc est C' sur R”;

— 7 est bilinéaire continue, donc C;

donc F' = 7o (g, idgn) est une composée de fonctions C!, donc est C'.

Remarques : Quelques erreurs ou imprécisions fréquentes :

— Si je vous demande de montrer que 'application est C'... ¢’est que j’attends une
justification ! Un phrase du style “F est C! car c’est une somme/composée/porduit
de fonctions C'”, sans préciser lesquelles ni pourquoi elles sont C!, n’est pro-
bablement pas suffisante.

— La norme ||.||2 n’est pas C! sur R"! Elle n’est pas différentiable en Ogn.

— Ni ||.||2, ni ||.]|2 ne sont linéaires.



— Attention a ne pas confondre les réels et les vecteurs : x est un vecteur ici,
pas un scalaire !

. On calcule la différentielle de F en O :
Méthode 1 : Soit h € R”, on calcule

F(0+4h) = F(h) = (||h]|* + 1)h = h + ||h||*h = F(0) + Id(h) + R(h)
avec F'(0) = 0, Id linéaire continue et

RO AP
= = ||h]|* —— 0
e

donc la différentielle de F en 0 est Id.

Méthode 2 : On a noté que les composantes de F' sont données par Fj(x) =
(2% + ... + 22 + 1)z, donc

OF; OF,
oz, () =222 4+ (22 + ...+ 22 +1) ~ oz, (0)=1
OF; oF;
et pour i # j, a—%(aj) = 2wjx; ~ 8—%(0) =0
1 ... 0
donc Jacf(0)=|: -.. |, autrement dit DF(0) = Id.
0o ... 1

~ F est Cl en 0 et DF(0) est un isomorphisme de R™.
D’apres le théoreme d’inversion locale, il existe donc U,V voisinages de 0 dans
R"™ tels que Fjy : U — V est une C'-difféomorphisme.

On a de plus

D(F~1)(0) = D(F~)(F(0)) = (DF(0))* = I,* = L.

n
Remarque : Pour le calcul de la différentielle de F' : il ne suffit pas que R(h) — 0.

. Soit x € R™, on calcule la différentielle de F' en .

Méthode 1 : Soit h € R™, on calcule

F(z+h) = (lz+hl>+ 1)(z+h) = (z+h,z +h) + 1)(z + h)
= (a2 + 202, B) + I + 1)z + b)
= (|2l + D + (JJ=|* + D)h + 2(x, b)x + 2(x, B)h + ||b]|*(z + h)
= F(z) + L(h) + R(h)
ott L(h) = (||=||* + 1)h + 2(z, h)z est lindaire continue sur R"
et R(h) = 2(x, h)h + ||h||*(x + h) vérifie
IR 2, m)[IA] + [[R]2]2 + Al

= < 2zl + 12 [l + All — 0O
7] 7]

donc la différentielle de F' en x est bien

DF(z) = (|z||* + 1)h + 2(z, h)z



Méthode 2 : On calcule (voir ci-dessus) :

OF; 2wjx;sit #j
6 (x = 2 2 . o .
x; 2z; + (||z||F+ 1) sii=j

ce qui donne

(J|z]|2 + 1) + 222 2z129 ... 2z
Jac(f)(x) = : :
2xpx1 2zp2e .. (||2]]? +1) + 222
237% 2x1x9 ... 2x1%H
= (ll[* + 1)L +
20,21 2TpTo ... 256%

d’ou, pour tout h = (hi,...,h,) € R™,

22hy + 21220 + ... + T12R0y, xi{x,h)
DF(z)(h) = ([l«]*+1)h+2 : = (lz[P+D)h+2|
Tpr1hy + Tpwohe + ..+ 22 hy Tn{x, h)

donc on a bien

DF(x)(h) = (|=[* + D)h + (z, h)x
Méthode 3 : Par composition : on reprend les notations de la question 1 :

p:x R ||zl3 +1 = (z,2) +1,
m:(Au) ERXR" — \u e R”

Soient z, h € R™, on a
ox+h)=(x+hz+h)+1=(z|*>+1)+2(x h)+]|h]?
—— =
L(h) Ri(h)
= p(z) + L1(h) + Ri(h)
avec L4 linéaire, donc continue puisque R" est de dimension finie, et

Ri(n)] ]
= g - =g O

donc la différentielle de ¢ en = est Dp(z)(h) = 2(z, h).
Remarque : On a en fait déja fait ¢a : ¢ est la somme d’une constante et d’une
forme quadratique, et on sait calculer la différentielle ce type de fonction!
Regardons maintenant 7. On munit R x R™ d’une de ses normes produits; par
exemple [[(A, w)[| = [A] 4 [ul].
Alors, pour (A\,u) € R x R", (t,h) € R x R", on a

m(Au)+ (th)=A+t)(u+h)=Au+ M+tu + dn

linéaire / (t,h)  Ra(t,h)
= 7'(‘()\, u) + Lg(t, h) + Rg(t, h)



avec Lo linéaire, donc continue puisque R x R" est de dimension finie, et

[Ra(t, )| _ [tlIRl _ (I8 R
= < =t h)} ———0
[enl = el = Ten] L
donc la différentielle de 7 en x est Dm(A\, u)(t, h) = Ah + tu.
Remarque : Ca aussi, on I’a déja vu! 7 est une application bilinéaire.

Enfin, on a vu que F' = 7 o (¢, idgn) donc par la formule de composition,

DF(z) = Dr(p(z),z) o D(p, Id)(z)(h) = Dr(p(z), 2)(De(x)(h), DId(x)(h))
= Dﬂ(SO(x)v HJ)(2<$, h>7 h)
=2z, h)z + o(x)h = 2(z, h)x + (||z]|*> + 1)k

comme on s’y attendait.

Remarques :

— F n’est pas linéaire, et méme si elle s’écrit “Truc xx”, on ne peut pas en
déduire que la “dérivée” de F est Truc! Ca, ¢a ne marche que si Truc ne
dépende pas de x.

— Drailleurs, la dérivée de F' n’existe pas : F' est définie sur R" et pas sur R. Le
gradient de F' n’est pas défini non plus : F' est a valeurs dans R", et pas dans
R.

. Puisque F est C! sur R”, on peut utiliser le théoréme d’inversion globale : on doit
montrer que

— DF(x) est un isomorphisme pour tout x € R"

— F est bijective de R™ dans R™.

Commencons par démontrer que DF'(z) est un isomorphisme. Puisque DF'(x) €
Z(R™) est un endomorphisme d’un e.v. de dimension finie, il suffit de démontrer
que Ker(DF(z)) = {0}.

Soit x € R™, h € R", alors

he Ker(DF(z)) <= DF(z)(h) =0 <= (|z]*> + 1)h + (z,h)x =0
donc, en prenant le produit scalaire avec h on trouve
(ll2] + D[R + (2, h)? = 0

donc

(lz)I* + DA = ={z, h)

- - L

>0 <0
donc (||z|* + 1)||A||> = 0, donc ||h|| = 0, donc h = 0.
~» DF(z) est un isomorphisme.
Montrons que F' est bijective. Soit y € R™, montrons qu’il existe un unique = € R™
tel que F(z) =y. Ona F(z) =y <= (||z]|> + 1)z = y; en prenant la norme,
on trouve
(> + flzll = llyl

or t — t+t3 est une bijection RT — R*, donc il existe un unique o € R* tel que

o’ +a=|y]



On en déduit que ||z|| = « et, de 14,

Y
a—+1

~~ On a donc bien montré que y avait un unique antécédent x € R™. Donc F est
bijective.
D’apres le théoréeme d’inversion globale, on en déduit que F' est un C!-difféomorphisme

de R™ sur R™.

Remarque : Attention aux hypotheéses du théoreme d’inversion globale : si on
montre simplement que DF(x) est un isomorphisme et que F' est injective , on
obtient que F est un C!-difféo sur son image : il faut donc aussi vérifier que
F(R™) =R"™.

De plus, DF(x) est linéaire, mais F' ne l'est pas : Ker(F) n’est pas défini et il ne
suffit pas de montrer que F'(z) = 0 = x = 0 pour montrer que F' est injective.

Exercice 2 (/6) Soit C la courbe de R? définie par
C={(z,y,2) eER® 2? + 2% — 2> =1,—x + 32 = —1}

On cherche les points de C les plus proches de l'origine.

1. (/2pt) Montrer que u — ||ul|? est bornée inférieurement sur C et que cette borne
est atteinte en un point de C.

2. (/4pt) Déterminer la distance de C a l'origine, ainsi que les points de C les plus
proches de l'origine.

Corrigé : On commence par justifier que la fonction f : u € R? — |u/|> € R admet
un minimum sur C, puis on va utiliser le théoreme des extrema liés pour déterminer ce
minimum et le(s) point(s) ou il est atteint.

FIGURE 1 — C est l'intersection d’un paraboloide (la cheminée de centrale) et d’un plan.
Voir figure en 3D jici .


https://c3d.libretexts.org/CalcPlot3D/index.html?type=implicit;equation=-x+3z~-1;cubes=16;visible=true;fixdomain=false;xmin=-2;xmax=2;ymin=-2;ymax=2;zmin=-2;zmax=2;alpha=-1;hidemyedges=false;view=0;format=normal;constcol=rgb(255,0,0)&type=implicit;equation=x^2+2y^2-z^2~1;cubes=16;visible=true;fixdomain=false;xmin=-2;xmax=2;ymin=-2;ymax=2;zmin=-2;zmax=2;alpha=-1;hidemyedges=false;view=0;format=normal;constcol=rgb(255,0,0)&type=point;point=(0.25,1/sqrt(2),-0.25);visible=true;color=rgb(255,0,0);size=4&type=point;point=(0.25,-1/sqrt(2),-0.25);visible=true;color=rgb(255,0,0);size=4&type=point;point=(1,0,0);visible=true;color=rgb(255,0,0);size=5&type=point;point=(-5/4,0,-3/4);visible=true;color=rgb(255,0,0);size=4&type=window;hsrmode=3;nomidpts=true;anaglyph=-1;center=-3.236250062160073,7.933173609538625,-5.15668905559317,1;focus=0,0,0,1;up=0.08217693729991435,-0.4216865893029992,-0.9030101723557767,1;transparent=false;alpha=140;twoviews=false;unlinkviews=false;axisextension=0.7;shownormals=false;shownormalsatpts=false;xaxislabel=x;yaxislabel=y;zaxislabel=z;edgeson=true;faceson=true;showbox=true;showaxes=true;showticks=true;perspective=true;centerxpercent=0.5;centerypercent=0.5;rotationsteps=30;autospin=true;xygrid=false;yzgrid=false;xzgrid=false;gridsonbox=true;gridplanes=false;gridcolor=rgb(128,128,128);xmin=-2;xmax=2;ymin=-2;ymax=2;zmin=-2;zmax=2;xscale=1;yscale=1;zscale=1;zcmin=-4;zcmax=4;xscalefactor=1;yscalefactor=1;zscalefactor=1;tracemode=0;keep2d=false;zoom=0.689333

1. Notons g la fonction décrivant C :

g:(z,y,2) €ER® = (2 4+ 20> — 22 — 1,1 —x + 32) € R?

g1(x,y,2) 92(%,y,2)

~+ g est polynomiale, donc continue sur R3.

De méme, f: (z,y,2) — 22 + y?> + 22 est polynomiale, donc continue sur R3.
Par ailleurs, puisque {(0,0)} est un fermé de R?, on en déduit que C = g=1({(0,0)})
est un fermé de R3. De plus, C # () puisque ug = (1,0,0) € C.

Méthode 1 : On en déduit que CNB(0, |[uo||) # 0. De plus, B(0, ||ug||) est fermé
et borné dans R? qui est de dimension finie, donc compact.

On en déduit que K = CN B(0, |lug]|) est compact (c’est I'intersection d’un fermé
et d'un compact), donc f est bornée et atteint ses bornes sur K.

En particulier, elle admet un minimum sur K, atteint en un point umi, € K. On
a alors, pour tout u € C :

— Soit u € K, et alors f(u) > f(umin), par définition de upiy.

— Soit u ¢ K, et alors ||ul|? > ||uo||> = f(uo) > f(tUmin)-

donc upin est un minimum global de f sur C.

Méthode 2 : Soit u = (z,y,2) €C. Alorsona z =1+3z, et 22 +2y?> — 22 =1
donc

(14322422 —22=1 < 82462+2°=0
— 20422 +32) + 22 =0
3 9
3 9
9 942 2 _ 7
(:>(z+4) +y 16

On en déduit que

2131 < 3 <2

3.3 3

Frgl=g T EEY
H<§et\xy—|1+3zy<1+3
YI=7 - T

Donc C est borné : puisqu’il est fermé, c’est un compact de R3, et donc f est
bornée et atteint ses bornes sur C'. En particulier, f admet un minimum global
sur f.

. On a vu que f et g sont polynomiales, donc C' sur R?. On a de plus, pour tout

u=(z,y,2) € R
20 4dx -2z

Dg(u) est de rang 2, sauf si y = 0 et la premiére et la troisieme colonnes sont
colinéaires : mais alors on a

3x (2x) = (—1) * (—22) i.e. z =3z

Mais pour tout u € C on a aussi —x + 3z = —1 donc on aurait alors x = % et
z=3,0r(4,0,3) ¢C.

Donc Dg(u) est surjective pour tout u € C.



Remarque : Voir les hypotheses du TEL quand il y a plusieurs contraintes : il ne
suffit pas que Vgi(u) et Vga(u) soient non nuls pour tout u € C.

D’apres le théoreme des extrema liés : si fic a un extremum en u = (z,y,2) €C,
alors il existe A\, u € R tels que

Vf(u) = AVgi(u) + uVga(u),

ce qui donne

20 =2 \r — 20— Nz =p (L1)
2y = 4y (2A =1y =0 (L2)
2z = =2 z+3u = (2(A+1)z=3u (Ls)
—r+3z=-1 —r+3z=-1 (Lyg)
w24+ 2y? - 22 =1 2?2 4+2y%2 —22=1 (Ls)

D’apres (L2) on a soit y = 0, soit A1.
2

2

Cas 1 :y = 0. Alors par (Ls) on a z =3z + 1 et par (Ls) on a #2 — 22 = 1 donc

r=3z+1 r=3z+1
(Bz4+1)2—-22=1 z(4z+3) =0

Il y a donc deux possibilités : soit z =0 et z = 1, ce qui nous donne un premier
candidat u; = (1,0,0).

o _ 3 __5 . . _(_5b 3
soit z = —3 et = —7, ce qui nous donne un second candidat us = (—3,0,—5%).

Cas 2 : X\ = 1. Alors par (L3) on a —z = p, par (Ls) on a 3z = 3u donc
z=p=—x,etpar (Ly) ona —x +3z=4p=—1 donc,u:—i.

, , 1 _ 1
En résumé, on trouve alors x = 3,z = —3, et par (Ls),

4

1\?2 1\2 1
20 — (-~ ) =1~y ==,
(4>+y ( 4) TV T

On trouve donc deux autres points candidats

1 1 1 1 1 1
SYetug = (5, ——=,—>)

“3:(Z’ﬁ’_4 4R 4

Pour déterminer le minimum global de fi¢, on regarde pour lequel de ces 4 points
f prend la plus petite valeur. On a

fu) =1, fluz) = 3, flug) = flua) =

co| ot

~~ Le minimum de f sur C est atteint en us et u4 est vaut %.

Remarque : Attention a ne pas oublier de traiter le cas y = 0, ou que ’équation

y? = % a deux solutions.

Suite au verso O



Partie 2 : Calcul intégral
On rappelle que la mesure de comptage sur (N, Z(N)) est définie par
pn : A € P(N) — Card(A)

et, pour toute fonction mesurable positive f : N — R*, on a

[ £ =X fn).

neN

Exercice 3 (/9) Soit (a,)nen € (Ry)™ une suite positive. On pose
p: B e BR)— un(BNN);
Hay) B e :@(R) — Z an

neBNN

1. /1.5 Montrer que p est une mesure sur (R, Z(R)). On admet pour la suite
que, pour toute fonction borélienne positive f,

[ fan=¥ )

neN

2. /1.5 En déduire que g4, est une mesure sur (R, Z(R)) et que, pour toute
fonction borélienne positive f,

[ fnan = X anf(n)

neN

Indication : On peut montrer que fi(,,) est une mesure a densité par rapport
a L.

On note A la mesure de Lebesgue sur (R, Z(R)). On définit

3TL

v:Ae BR)— /* e Lo roof(z)dA(z) + > —
A A n!

neNn
3. /2 Justifier que v est une mesure sur (R, Z(R)). Est-ce une mesure finie ?
4. /1.5 Donner, pour une fonction f € L9 (R, Z(R)), Uexpression de [z fdv.
5. /1.5 On considere la fonction g(x) = €2*. Justifier que g € Z°((R, B(R)); (R, B(R))).
6. /2 Déterminer pour quels p € [1,4o00[ on a g € LP(v).

Corrigé :
1. Vérifions que u: B € ZA(R) — un(B N N) est une mesure.

— p est a valeurs dans [0, +o0] puisque p, est.

— u(0) = un(0 N N) = un(@) = 0, puisque uy est une mesure.

— Soit (A,), € B(R)N une famille dénombrable de boréliens disjoints. On
a alors

s(Ua) = m((Ua) 0w = (Uanm)y

Or les (A, NN) forment une famille disjointe de P(N), donc, puisque py
est une mesure,

e (U040 1)) = 3 40 1) = X ).

n neN neN



~~ 1 est une mesure positive sur (R, Z(R)).

Bonus : Pendant qu’on y est, démontrons la formule

[ fdn =% 1)

neN

On le fait en trois étapes : d’abord on traite le cas ou f est une indicatrice,
puis le cas ou f est étagée, et enfin le cas général de f borélienne positive.
— Soit A € A(R), alors

/R]lAd,u:,u(A) pn(ANN) = > 1= 14(n)

neANN neN

~» La formule est vraie pour les fonctions indicatrices.

— Soit e = Y- | a;1 4, une fonction étagée positive. Par linéarité de 1'inté-
grale, on a

/edu Zal/ Ta,dp = ZQZZ]IA

= neN

=> Zaﬂlm (n) =Y e(n)

neN =1 neN

~ La formule est vraie pour les fonctions étagées.

— Soit maintenant f une fonction borélienne positive. Alors il existe une
suite croissante (ey); de fonctions étagées positives telle que, pour tout

r €R, ex(x) — f(z).
Et du coup, pour tout £ € N, on a

/ exdp =Y ep(n)
R neN

Maintenant, 1'idée, ca va étre de passer a la limite & — oo dans cette
égalité. Pour ¢a, on va faire appel au théoréeme de M. Levi (Beppo Levi
pour les intimes). D’apres lui,

/*ekd,u—>/*fdu
R k—oo JR

Pour l'autre terme, remarquons que, pour tout n € N, ex(n) — f(n),
et egn 1 n > ex(n) est mesurable de (N, P(N)) vers (R*, Z(R")) donc
toujours d’apres Beppo,

Z ex(n) = / exNAN P / Jindpn = Z f(n
neN neN
Donc, par unicité de la limite, on a bien

[ fan =% 1)

neN



2. On définit la fonction

Osiz¢N

apsiz=neN

=2 anli)

neN

fa:xERr—){

Alors f, est mesurable de (R, Z(R)) dans (R*, B(R™")), car c’est une limite
de fonctions mesurables (fx = S0 anliny)-

Vérifions que fi(q,) est la mesure de densité f, par rapport a la mesure p.
Soit B € #(R), on a

/fadﬂ /fa]leM Zf M) = > an = a,(B)
neNNB

~ [l(q,) €st bien la mesure de densité f, par rapport a p. C’est donc bien
une mesure, et de plus, pour toute fonction g : R — R™ borélienne positive,

on a
/ 9dit(a,) / gfadp =Y g(n)

neN

Remarque : Ne pas sous-estimer I'intérét des mesures a densité ! Cette manip
’ . 5 . * [N
épargne beaucoup de travail, surtout pour I'expression de [z gdpi(q,). Dot
I'indication, qu’il est dommage d’ignorer aussi souverainement !

3. On décompose v en v = 11 + 1, ol
v Ac BR) / €730 g 4 oo((2)dA ()
A

vy A€ BR)— > 5

n!
neNNA n:

Remarquons déja que, si on pose, pour tout n € N, a,, = %, alors vy = [i(a,)
(en reprenant les notations de ’énoncé), donc d’apres 2., v5 est une mesure
sur (R, Z(R)).

D’autre part, posons la fonction
h:x€R— e g ()

alors h est borélienne positive : en effet, c’est le produit de  — e=3% qui est
continue, donc borélienne, et de 1 [ qui est I'indicatrice d'un borélien. Et
de plus, v est la mesure de densité h par rapport a la mesure de Lebesgue
A, donc vy est une mesure sur (R, Z(R)).

~ 1 est une somme de deux mesures, donc c’est une mesure. De plus7
V(R) = 11(R) + 1»(R) = / 6_3:0]1[074_00[ Z —
R nENﬂ]R nl
400 +o0 3n
0

6—350
:[ ] +et=1+¢
-3 |,

< 00

10



done v est une mesure finie.

Remarque : A nouveau, exprimer v, comme mesure a densité permet d’éviter
des raisonnements imprécis du type

/ 6_3x]l[0,+oo[ Z / 0+oo[ )d/\(l’)

U An neN

(ou alors, il faut savoir le montrer!)

D’ailleurs, attention a ne pas confondre les sommes finies et infinies : pour la
o-additivité, il faut prendre une famille de boréliens dénombrable disjointe
(A,)n et pas une famille finie!

. Soit f e L) (R, #B(R)). Alors on a

/R*fdz/:/R*fdulJr/R*deQ.

Or, puisque v est une mesure a densité,

/ fdv, = / f(@)e™* Lo oo (2)dA () = / f(z)e 3 d\(z).
R R R+
D’autre part, d’apres 2.,
/ Jdvy = Zf -
neN
d’olt au total

/R*fdy:/R*+ F@)e ™ d\(z) + 3 f(n)

neN
Remarque : Au risque d’étre insistante, les mesures a densité, c¢’est quand
méme pratique.
. g est continue, donc borélienne.

Remarque : Oui, vraiment, c¢’est tout! Voir aussi 'exercice 2 de la feuille de
TD2 pour la preuve.

. La fonction ¢ appartient a ZP(v) ssi g |g[Pdv. Or d’apres 3., on a, pour
p=1,

/R ]g]pdy—/ le* [Pe 3 d\(z —l—z

nEN

Foo 3ep
— 2p 3d
fyoerane s

neN

L’intégrale généralisée [, e*~3dx converge ssi 2p — 3 < 0, i.e p < 3.
(3e2 P) 636 P

D’autre part, ZneN < 0o quel que soit p.

~» On en déduit que g cy P(v) ssip € [1,3].
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