Université Paris 1 Panthéon-Sorbonne
L3 MIASHS 2021-2022
Compléments de calcul intégral et différentiel

Examen de deuxiéme session - 29 juin 2022
Durée : 2h.
Les exercices sont indépendants, et pevent étre traités dans n’importe quel ordre.
La précision de l'argumentation sera une part importante dans I’évaluation.
Montrez-moi ce que vous savez faire!

Partie 1 : Calcul intégral

Soit @ € R. On rappelle que la mesure de Dirac en a, J, sur (R, Z(R)) est définie
par
0o : A€ P(R) — 14(a)

Exercice 1 On se place dans espace mesurable (R, Z(R)) et on définit
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1. Montrer que pu est une probabilité sur (R, (R)) et que, pour toute fonction boré-

lienne positive f,
* 1 1
[ pdu=5 ¥ 5w
R 2 (a2

2. Calculer ({0,1,2}), u({0,n}), u(N), u(R \ N).

3. Justifier que pour tout n € N, la fonction f, = 1y, est borélienne. Est-elle
continue u-presque partout ?

4. Montrer que la suite (fy,), converge simplement vers une fonction a déterminer,
puis calculer

lim / fndpu.
R

n—oo

5. Justifier que g : x — exp(zIn(3)) est borélienne, puis déterminer les p € [1, +o0]
tels que g € LP(p).

Corrigé :

1. e pu est une mesure :

D’une part, pour tout k € N, 6;(0)) = 0 puisque 0 eest une mesure. Donc

p(©) = 5 3 o ou(0) = 0.

keN :"0

€ Z(R)N une famille dénombrable de boréliens tels

In € -
que, si n # m, B, N B, = 0. Alors, pour tout k¥ € N, puisque d; est une

mesure,
5k( U Bn) = Z 5k(Bn)

neN neN

D’autre part, soit (B,
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Donc

(UB) z;kak(UB) vyl
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~= 1 est une mesureﬂ

o 1 est une probabilité : Pour tout k£ € N, 6;(R) = 1 donc

1 1 1 1 1 1
R =32 R =30 =gy =1
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~ 1 est une mesure de probabilité.

« Intégrale d’une fonction par rapport a u : Soit f : R — R une fonction
borélienne positive. Montrons que
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kEN

On va procéder en trois étapes :

— Supposons d’abord que f = 14, on A € Z(R). Alors, par définition de

5k7
1 1

%
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donc la formule est vérifiée pour les indicatrices des boréliens.
— Supposons maintenant que f est une fonction étagée positive : il existe
donc une partition mesurable finie Ay, ..., A, et (y1,...,yn) € (RT)" tels
que

n
f=> uila,
=1

Mais alors, par linéarité de 'intégrale,
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donc la formule est vérifiée pour les fonctions étagées positives.

— Enfin, soit f € 4 ((R, B(R), (RT, Z(R")) une fonction borélienne po-
sitive. Alors il existe une suite croissante de fonctions étagées positives
(fn)n tell que, pour tout x € R, f,,(z) — f(x). Alors, par le théoréeme de
Beppo-Levi,

[ fudu= kENQkfn o | fu

1. On peut justifier le passage de la premueére a la deuxiéme ligne en utilisant le théoréme de Fubini
par rapport a la mesure de comptage




Mais alors, en particulier, on a pour tout k € N, %fn(k) — o5 f(k).
Autrement dit, la suite de fonctions

1
gn k€N o fu(k) €R

est une suite de fonctions positives, mesurables de (N, P(N)) dans (R, Z(R)),
et qui converge simplement vers g(k) = 2% f(k); de plus, c’est une suite
croissante puisque (fy(x))y est croissante pour tout x € R.

D’apres le théoreme de Beppo-Levi appliquée a la mesure de comptage
un sur Nj on a donc

> %fn(k') = / ndpn —— /N gdpn = 2i,gf(k‘)

kEN N kEN

donc
1

1 1
Z ﬁfn(k) P B Z ﬁf(k)
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Par unicité de la limite, on conclut que
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2. On calcule p({0,1,2}) = 53732 57 0x({0,1,2}) = 5 (70 + 9r + 27) =1
=0 si k>2
5 1500 1 1(1 1 1 1
Deuxiemement, ({0,n}) = 5 X222, o 0x({0,n}) = 5 (70 + 27) =3+ 1
=0 si k#0,n
Troisiemement, p(N) = 3 322 2% ok(N) = 1.
=1
Enfin, puisque p est une mesure finie, u(R\ N) = y(R) — u(N) =1—-1=0.
3. Quel que soit n € N, [0,n] € Z(R) donc f, € LH((R, B(R), (R, Z(R)). L’ensemble

des points de discontinuité de f, est {0,n}, et on a calculé que p({0,n}) = § +
ZH% > 0, donc f,, n’est pas continue p-presque partout.

4. Montrons que (f,), converge simplement vers f = Ip+.
D’une part, si z < 0, on a f,(x) =0 —— 0= f(z).
n—oo

D’autre part, si x > 0, alors il existe ng € N tel que x < noEl Mais alors, pour tout
n>ng, 0 <z <ng<ndoncz € [0,n], donc f,(x) =1 ——l= f(z).
n—oo

~ (fn)n converge simplement vers f.

On va utiliser le théoréme de Beppo Levi. Montrons que la suite (fy,), est crois-
sante, i.e. que pour tout x € R, pour tout n € N, f,,(z) < fr+1(z). Soit x € R,n €
N, on a en effet :

stz <0, fu(z) = fapr(z) =0
si0<z<mn, folz)=for1(z)=1
sin<z<n+1, fulx) =0< 1= fr11(x)
sizx>n+1, fo(z) = fori(x) =0

= fn(z) < fuyi1(x) dans tous les cas.

2. Par exemple, ng = E(x) + 1



On peut donc appliquer le théoreme de Beppo Levi :

dnn [ = [t ol = [ tdn =1

5. g est continue sur R, donc borélienne. Soit p > 1, on calcule

* 1 1 1 1 /3\*" 1 3P \F
p = — E _— pzf E _— — = —
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~ C’est la somme d’une suite géométrique : elle converge ssi

3P 1 /3\? 3
ﬁ<1<:>§ 5 <1<:>pln(§)<ln(2)<:> p <

’ ln(%)

On conclut que g € ZP(p) ssip € {1 In(2) [

Partie 2 : Calcul différentiel

Exercice 2 1. Soient f,g: U C R® — R deux fonctions C' sur un ouvert U C R".
Montrer que fg est C* sur U et que, pour tout € U,

V(f9)(z) = f(z)Vyg(z) + g(x)V ()

2. Justifier que V = {z € U, f(x) # 0} est un ouvert de R™. Montrer que 1/f est C*
sur U et que, pour tout z € V,

1 1
v(5) @)=~
Corrigé :
1. Notons ¢ : z € U — f(z)g(x) € R.

Méthode 1 : Par composition. On pose 7 : (a,b) € R x R — ab € R. Alors 7
est bilinéaire continue, donc de classe C' sur R?, et on a

Y(a,b) € R? Y(hy, ho) € R3dn(a,b)(hi, ha) = ahg + bhy.

~ On en déduit que p = 7o (f, g) est une composée d’application C*, donc elle
est C1.

D’autre part, par la formule de composition des différentielles, on a, pour tout
x € U et pour tout h € R”

(@))(df (x)(h), dg(x)(h))
(h) + g(x)df (x)(R)

h) + g(x)(V f (), h)
+g(x)V f(x), h)

Il
~
—~
8
N~—

(Vg(z),
)Vyg(z)

~ Par définition du gradient, on en déduit que Vo(z) = f(2)Vg(x)+ g(x)V f(z).



Méthode 2 : Par calcul direct. Soient z € U et h € R" tel que x + h € U.
Alors, puisque f et g sont C', on a

B |Rf(h)‘ 0

f(x+h) = f(x) +df (z)(h) + Ry (h) avec B h0mn
|Ry(R)| o

9(z +h) = g(x) + dg(z)(h) + Ry(h) avec 1B h—0n

donc on peut calculer
o(x +h) = f(z+h)g(z+h) = (f(z) + df (x)(h) + Re(h))(9(x) + dg(x)(h) + Ry(h))
= f()g(x) + f(x)dg(x)(h) + g(x)df (x)(h) + Ry(h)g(x + h) + Ry(h) f(x + h)
——
=p() L(h) R(h)

avec L = f(x)dg(x) + g(z)df (z) linéaire, puisque c’est une combinaison linéaire
des applications linéaires df (x) et dg(zx); et d’autre part,

RO _ |Ry(0) R, (h)

< x4 h)|+ flo+n) —2—

T ST ASAs i) g el LA i) e
—0 —9(@) e —f(z)

donc ¢ est différentiable et dy(z) = f(x)dg(x) + g(z)df (x). Or f et g sont C*,
donc €, et d’autre part, x + df(x) et = + dg(x) sont contiues puisque f et g
sont C1. Donc z € U + dp(x) € L(R™,R) est continue comme somme et produit
de fonctions continues, autrement dit ¢ est C*.

Enfin, par définition du gradient, df(z)(h) = (Vf(x),h), dg(x)(h) = (Vg(z), h)
donc

donc Vo(z) = f(2)Vg(x) + g(x)V f(z).

. La fonction f est C, donc continue. D’autre part, R\ {0} est un ouvert de R (c’est
le complémentaire de {0} qui est un fermé), donc V = f~1(R\ 0} est un ouvert
de U. C’est donc l'intersection d’un ouvert O de R™ avec U : donc V =U NO est
une intersection finie d’ouverts de R"™, donc c’est un ouvert de R".

Notons ¢ : x € V — () € R. Remarquons que ¢ =70 f ou ¢ : teR*r—)%ER*
est CL.
Donc 1 est C! sur V' comme composée d’applications C!. Calculons di(x).

Notons d’abord que, d’apres le lien dérivée-différentielle pour les applications d’une
variable, on a, pour tout ¢t € R*, pour tout k € R,
. ) k
di(t)(k) =i (x)k = 2

Donc, pour tout = € V, pour tout h € R"”, on a

dy(x)(h) = di(f(x)) o df (z)(h) = ' (f(x))df (x)(h) = _CW
(Vf@),h) V()
oA CR
d’ot, par définition du gradient, Vi)(z) = ?f((ac)) comme souhaité.



Exercice 3 1. Soient ¢1,¢2 : U C M,(R) — M,(R) deux applications C! sur
un ouvert U C M, (R). Justifier que I'application M € U — ¢1(M)p2(M) est
différentiable, et donner sa différentielle.

2. Justifier que GI,(R) = {M € M, (R), det(M) # 0} est un ouvert.

3. Onadmet que¢: M € Gl,(R) = M~ est C! sur GI,,(R). En utilisant «(M)M = I,
et , montrer que do(M)(H) = M *HM™.
Corrigé :

1. Notons ® : M € U — ¢1(M)pa(M) € M, (R).

Méthode 1 : Par composition. On pose I : (A, B) € M,(R) x M,(R)
AB € M,(R). Alors II est bilinéaire continue, donc de classe C'* sur (M,,(R))?, et
on a

Y(A, B) € (M,,(R))?,V(Hy, Hz) € (M, (R))?dII(A, B)(H;, Hy) = AH, + H1B.
~ On en déduit que ® = ITo (¢1, ¢2), qui est une composée d’application C*, est
Cl.

Et d’autre part, par la formule de composition des différentielles, on a, pour tout
M € U et pour tout H € R"

d®(M)(H) = dll(¢1(M), p2(M))(d1(M)(H), dp2(M)(H))
= 01(M)dg2(M)(H) + dor (M) (H)pa (M)

Méthode 2 : Par calcul direct. Soient M € U et H € M, (R) tel que M + H €
U. Alors, puisque ¢; et ¢ sont C', on a

| Ry, (H)]

¢1(M + H) = ¢1(M) + dp1 (M) (H) + Ry, (H) avec FI)HH a0 !
| Ry, (H)]

¢2(M + H) = ¢po(M) + dpa(M)(H) + Ry,(H) avec rI)HH R

donc on peut calculer

(M +H)=¢1(M+ H)p2(M + H)
= (61(M) + 1 (M)(H) + R, (H))(92(M) + dpo(M)(H) + Ry, (I))
— $1(M)$a(M) + ¢ (M)dgo (M) (H) + de (M)(H) (M)
=d(M) L(H)
+ Ry, (H)go(M + H) + Ry, (H)é1 (M + H)

R(H)

avec L : H € My (R) = ¢1(M)dpa(M)(H)+dp1(M)(H)pa(M) linéaire ; et d’autre
part,

IR MR GOy gy IR GEDIL g 0
L R T A R e

[F= e
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donc @ est différentiable et d®(M) = ¢1 (M )dpo (M) + dp1(M)pa(M). Or ¢ et po
sont C!, donc C°, et d’autre part, M + dé1 (M) et M +— dpa(M) sont continues
puisque ¢1 et ¢2 sont C1. Donc M € U +— d®(M) € L(M,(R)) est continue
comme somme et produit de fonctions continues, autrement dit ® est C*.



2. La fonction det : M,(R) — R est polynomiale, donc continue. D’autre part,
R\ {0} est un ouvert de R (c’est le complémentaire de {0} qui est un fermé), donc
Gln(R) = det™*(R\ 0} est un ouvert de M,,(R). C’est donc un ouvert de M,,(R).

3. On va appliquer 1. avec ¢1 = ¢ d’une part, et d’autre part ¢o : M € M, (R) —
M € M, (R), autrement dit ¢o = Idy,, (R)-

~ Alors ¢1 et ¢9 sont C! sur 'ouvert G1,(R). On pose, comme en 1., ® : M €
Gln(R) = ¢1(M)pa(M).

D’une part, remarquons que pour tout M € Gl,(R), ®(M) = ¢1(M)p2(M) =
M~'M = I,,, donc ® est constante sur GI,(R). Et donc, pour tout M € Gl,,(R),pour
tout H € M, (R),

d®(M)(H) =0

Mais d’autre part, d’apres 1., , pour tout M € Gl,(R),pour tout H € M, (R),
d®(M)(H) = ¢1(M)d2(M)(H)+doy (M) (H)d2(M) = M~ da(M)(H)+du(M)(H)M
Or, ¢2 = Idy, () est linéaire, donc dgo(M)(H) = ¢2(H) = H, donc au total

do(M)(H) = M'H + duy(M)(H)M =0

autrement dit
di(MY(H)M = —-M'H ie. dM)(H) = —M *HM™!

comme souhaité.

Exercice 4 On considére 1’équation suivante dans R? :
(%) 22 +2z+ eV = cos(x —y + 2)

1. Montrer qu’il existe une fonction €' ¢ : U € R? — R, définie sur un voisinage U
de (0,0), telle que

(z,y,2) € U x p(U) est solution de (x) < (z,y) € U,z = ¢(x,y)

2. Donner £(0,0) et 52(0,0).

Corrigé :

1. Posons F(z,y,2) = 23 + 22 + > @ %" — cos(z — y + 2). Alors F est C! sur R3
comme somme et composée d’applications C* et, pour tout (z,y, z) € R3,

JacF(z,y,z) = (—ezf"”*y2 —sin(z —y +2), — 2ye” Y 4 sin(z —y + 2),
322 424277 sin(z —y + 2))
De plus, F(0,0,0) =0 et

Jac F(0,0,0) = (=1,0, 3 )
~——
Dy yF D.F



ou D,F(0,0,0) : h +— 3h est inversible.

~» D’apres le théoreme des fonctions implicites, il existe U voisinage de (0,0) dans
R?, V voisinage de 0 dans R et ¢ : U — V une fonction C' telle que

(x,y,2) € U x V est solution de (x) <= ((z,y,2) € U XV, F(x,y,z) =0)
= ((z,9) € U,z = o(z,y))

2. On a
Do(x,y) = —D.F(z,y,¢(x,y)) ' D.F(x,y, o(x,y))
donc
Jac ¢(0,0) ( O 0)) %(—1,0)

d’ott finalement “D(O 0) = 1, 8—“" (0,0) = 0.



