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Question de cours

Soient E,F deux espaces vectoriels normés, U ⊂ E un ouvert.
Soit f : U ⊂ E → F une application, a ∈ U , v ∈ E.
A quelle condition dit-on que f admet une dérivée directionnelle en a dans la direction

de v ?

Exercice 1 On considère la courbe d’équation

C = {(x, y) ∈ R2, ln(x) + cos(y)− exy = 0} ⊂ R2

Montrer qu’il existe un voisinage I de 1 dans R, un voisinage J de 0 dans R, et une
application C1 ψ : I → J telle que :

(x, y) ∈ C ∩ (I × J) ⇐⇒ (x ∈ I, y = ψ(x))

Calculer ψ(1) et ψ′(1). En déduire l’équation de la tangente à la courbe C en (1, 0).

Exercice 2 On considère la parabole

P = {(x, y) ∈ R2, x2 = 4y} = g−1({0}) ⊂ R2

où g : (x, y) ∈ R2 7→ x2 − 4y ∈ R. On note u0 = (0, 1) ∈ R2.

1. Montrer que (0, 0) ∈ B(u0, 2) ∩ P.
2. Justifier qu’il existe vmin ∈ B(u0, 2) ∩ P tel que :

∀v ∈ B(u0, 2) ∩ P, ‖u0 − vmin‖ 6 ‖u0 − v‖.

Indication : Considérer la fonction f : v ∈ R2 → ‖u0 − v‖2 ∈ R.
3. Justifier que

∀v ∈ P, ‖u0 − vmin‖ 6 ‖u0 − v‖.

4. Déterminer vmin.
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