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On commence par introduire quelques définitions :

Définition Soit f : R — R une fonction. On appelle support de f ’ensemble

supp(f) = {z € R, f(z) # 0}.

Le support de [ est donc l'adhérence de l’ensemble ot f est non nulle.

On notera 6.(R,R) l’ensemble des fonctions continues da support compact sur R.
Autrement dit, il s’agit de fonctions continues qui valent 0 en dehors d’un intervalle
borné de R.

Ezemple : La fonction définie par

z(l—xz)size|0,1
firemrs [fA-msize
0 sinon
est continue & support compact sur R. On a supp(f) = [0, 1].
On rappelle le résultat suivant :

Théoréme Soit F' € ZLP(R,B(R),\). Alors, pour tout € > 0, il existe G € 6.(R,R)
telle que Np(F — G) < e.

Autrement dit, on peut approcher toute fonction de £P(R, (R), A) par une fonction
continue a support compact. L’exercice suivant va nous permettre d’obtenir un résultat

du méme type : on va montrer qu’on peut approcher toute fonction intégrable par une
fonction > (R).

Exercice (Régularisation par convolution) Soient f, g deux fonctions mesurables
sur (R, #(R)). Lorsque ¢a a un sens, on définit le produit de convolution de f et g par

(fxg)(z) = /Rf(y)g(x —y)dA(y) (1)

1. Oublions fxg pour le moment. Pour toute fonction F' : R — R et pour tout h € R,
on définit la fonction 7, F : © € R — F(z+ h). Remarquons que, puisque la mesure
de Lebesgue est invariante par translation, Ny (7, F) = N,(F').



(a) Montrer que pour toute suite réelle (hy), qui tend vers 0, et pour toute
fonction continue a support compact F', la suite de fonctions F;, = 7, F
vérifie

lim N,(F, — F)=0.

n—oo
(b) En déduire que limy,_,o Np(7,F' — F) = 0.

Indication : Procéder par I'absurde : supposer que N,(7,F — F') ne tend pas

vers 0 quand h tend vers 0, et construire une suite (hy,),, telle que hy, 2200

mais Np(rp, F'— F) - 0.
(c) En déduire que, pour toute fonction F' € ZP(R), limy_,o Np(7pF — F) = 0.
2. Soient p, g deux exposants conjugués. On suppose que f € ZP(R) et g € L4(R).

(a) Montrer qu’alors f x g est bien définie, bornée sur R et vérifie
Noo(f > g) < Np(f)Ng(9)- (2)

(b) Montrer que f x g est uniformément continue, c’est-a-dire

Slelplf*g( 2) — frg(z—2)] %0

Indication : 1l s’agit donc de montrer que pour tout x,
[fxg(x) = frglz—2)| < M(2)

avec M(z) 2299,

3. Supposons maintenant que f,g € Z!(R). On admet que f *g : R — [0, 00] est
mesurable. Montrer que f g est finie u-p.p. et que fxg € £ (R), avec

Ni(f*g) < Ni(f)N1(g)

Indication : Les fonctions intégrables sont finies presque partout !
4. Supposons de plus que g est °° a support compact.

(a) Montrer que f * g est dérivable avec
(f *9)' () = f*(g')(2).

Indication : On peut utiliser le fait que pour tout z € R,

gz +h) — g(z) — h/ /(2 + th) — ¢'(2))dt

et la continuité de ¢'.

(b) En déduire que f * g est €°° avec, pour tout n € N,

(f *9)" () = 5 (9")(@).



5. Soit § € €°(R) positive, & support dans [—1,1] et telle que [ ddA = 1.
Pour tout £ > 0, on pose 6, : x> 16 (£).
Montrer que
Ni(f*6:— f) =2 0.

Indication : Remarquer que pour tout € > 0, [ dcdA = 1, donc
fla) = f(a) [ 8.ax = [ f@)35-w)dAW).

6. En déduire que, pour toute f € .Z(R), pour tout £ > 0, il existe une fonction ¢
a support compact g telle que Ni(f —g) < e.



