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Compléments de calcul intégral et différentiel

Devoir maison :

Continuité et différentiabilité de 1’inversion des
applications linéaires

Soit (E,||.]|) un espace de Banach. On note L(FE) 'espace vectoriel des applications
linéaires continues £ — F, muni de la norme d’applications linéaires :

L
VL € £(B), L]z = sup L@

On note GL(FE) C L(E) 'ensemble des applications linéaires inversibles. On va mon-
trer que ’application

T:GL(E) = GL(E)
L— Lt

est continue, puis qu’elle est différentiable sur GL(E).

1 - Continuité.
1. Soit Lo € GL(E), H € L(E) tel que ||H||z < ﬁ
0

Montrer que ||Ly H|z < 1.

Corrigé : On sait que, si A, B sont deux applications linéaires continues sur
I’espace vectoriel normé FE, alors leurs normes vériﬁentlﬂ

IAB|z < [|AlllIBll

donc ici .
ILo " Hlle < I el Hlle < 1L o= =1
1o Il
2. Montrer que la série

> (-U)MLg H)" Ly
n>=0

converge normalement.

Pourquoi peut-on en déduire qu’elle converge dans (L(E), |.||z)?

Corrigé : Rappelons que, dans un espace vectoriel normé, on dit que la série de
terme général (uy), converge normalement si la série de terme général (||un||)n
converge dans R. Ici, on s’intéresse a la série de terme général

Up = (=1)"(Ly 'H)" Ly € L(E),

1. Pas besoin que E soit un Banach pour ca.



et on a donc
1Unlle = I1(Lg " H)"Ly e < I1Lg "HIZILg

On obtient donc que ||U,||z est majorée par une suite géométrique de raison
Lo H||z < 1 d’aprés (1). Comme une telle série géométrique converge, on en
déduit que la série de terme général (||U,||),, converge dans R, autrement dit que
la série de terme général (U,), converge normalement dans L(F).

Or, puisque E est complet, L(FE) est également complet, donc toute série norma-
lement convergente de L(E) est convergente.

. Montrer que Ly + H est inversible d’inverse Zn>0(—1)"(L51H)"L61.

Corrigé : On calcule d’une part

(Lo+H) Y (~=1)"(Lg'H)"Lg" = Y (~1)"Lo(Ly 'H)"Lg ' +)_(=1)"H(Lg ' H)"Lg"

n>0 n=0 n=0
Or, pour tout n € N¥,

Lo(Ly"H)"Ly' = Lo(Ly*H)..(Lg'H) Lyt = (HLy )™
H(Lg'H)"Ly' = (HLy")"!

donc
(Lo+H) D (=1)"(Lg 'H)"Ly" = > (=1)"(HLy )" + > (= hyrt
n=>0 n=0 n=0
— Z HLO . Z(_l)n+1(HLal)n+1
n=0 n>0
= (=DYHLG" + Y (- (HL)" = > (-1 HLy )
n>1 n>=0
=1Id

D’autre part,

(Z(—U"(Lng)"Lgl) (Lo+H) =Y (-1)"(Ly'H)"Ly ' Lo + > _(-1)"(Lg 'H)"Ly ' H

n=0 n=0 n>0
=3 (—D)M(LgH) + > (1) (Lo tH)"
n=0 n=0
=D (D)™HL)" =Y (=) (H L)
n=0 n=0

= (1)L = 1a
donc (Lo + H) est inversible d’inverse 3,,-o(—1)"(Lg ' H)"Ly .

A Ici, rien ne dit que E soit de dimension finie. Par conséquent, pour vérifier
qu’une application linéaire AL(F) est inversible d’inverse B € L(FE), il faut véri-
fier AB = IdE et BA = IdE.
En effet, 'un peut étre vrai, mais pas 'autre : considérer par exemple, sur £ =
RIX), i

A:PeEw— P €EF, B:PGE*—>/O P(t)dt € E

alors AB = Idg mais BA: P € Ew— P — P(0) € E donc BA # Idg.



4. En déduire que GL(E) est un ouvert de L(E).

Corrigé : Soit Ly € GL(E), montrons qu’il existe r > 0 tel que B(Lg,r) C

GL(E). On a vu quesi ||H| s < HL e alors Ly + H est inversible.

Dong, si L € B(Lg, =——=1— 2HL T ), en posant H = L — Ly, on a bien ||H|| . <

donc L = Lo—i-HEQE( )-

2HL Hle

On a donc montré que, pour tout Ly € GL(E),

1

B(Lo; o——1—
2| Lg "l

) C GL(E),

donc GL(FE) est un ouvert de (L(E), ||.||z)-

5. Soit L € B(Ly, 51— 2”L s ). Exprimer ||[L~" — Lg!||z en fonction de || L — Lo||z.

En déduire que 7 est continue en L.

Corrigé : Posons, comme précédemment, H = L — Lg. Alors L = Lo+ H donc,
d’apres la formule obtenue pour L™! = (Lo + H)™!, on a

L' -yt = (Z(—l)"(Lalm”L&l) — Lyt =) (-)"(LgtH) Ly

n=0 n>1

= (-)(Lg"H) Y (1) MLyt H)" 'Lyt
n=>1

=Ly (Lo— L)Y (-1)"(Lg 'L — Id)*Lg!
k>0

d’ou

I = Lotz < Lo MlelLo = Llle | D2 (- )™(Lg 'L — I1d)" ' Ly !

n=1

L

Or, puisque HLngHLglL —Id||z=||L— Lol < na

2HL Hle?

1

||L61L - Id”ﬁ < — X
2|\ L [l Lolle

N |

On en déduit que

IZ(L) = Z(Lo)lle < Lo el = Lolle D Lo L — IdllE (| Lo [l
k>0

<L M IZIE = Lolle Y
k>0
<2[|LgHIZIL — Lolle

1
2k

donc || Z(L) — Z(Lo)||z — 0 quand ||L — Lo||z — 0. Autrement dit, Z est continue
en L.

A Attention, on n’a pas obtenu que Z était Lipschitzienne : 2||Ly'[|% n’est pas
une constante, elle dépend de Lg!



2 - Différentiabilité.
On reprend les notations précédentes : Lo € GL(E), H € L(E) tel que || H||z < ”L .
1. Montrer que

I(Lo + H) = Z(Lo) — Ly ' HLg" + R(H) avec |R(H)|z = [|H|[ZS(| H]z)-

Corrigé : On a obtenu ci-dessus :

I(Lo+ H) = (Lo+ H)™' > (=1)™(Ly ' H)"Ly*

n=0
= (DL MLy ) + (1) (Lo " H) 'Ly ) + > (1)L 'H)" Ly !
n>2
=Ly —Ly'HLG ' + (Ly ' H)? Y (-1)"(Ly ' H)" 2Ly

n>2

On identifie donc :

I(Lo+H) = I(Lo)—Ly ' HLy '+ R(H) ot R(H) = (Ly ' H)*> (=1)"(Lg 'H)" *Lg*

n=2

Reste a étudier ||R(H)||z. On a

IR(H) e < IHNZILG Z Y I1H LG Iz

n=2

— —1k
< HIZILGHIZ Y- I1H Ly Iz
k>0

_ IHIZIE )
- [HL

Donc on peut bien écrire |[R(H)||z < ||H||2S(H), ot

s < L2
S HL

vérifie S(H) — || Ly '||2 < oo quand || H| — 0.
2. En déduire que T est différentiable en L.

Corrigé : On a donc, pour tout Ly € GL(E),

I(Lo+ H) =Z(Lo) + ®(H) + R(H)
ou, d’une part, 'application

®:HcLE)— —Ly'HLy" € L(E)
est linéaire : en effet, si Hy, Hy €€ L(E), A1, A2 € R, alors

(I)()\lHl + )\QHQ) = —Lal()\lHl + )\QHQ)LSI
= (~MLg Hi — MLy Hy) Lyt = — MLy tHiLyt — NoLg ' HaLy
= M¢(H1) + A ®(Ha).



A Attention a ne pas confondre le fait que ® : L(E) — L(E) est linéaire su
I'espace vectoriel L(E), et le fait que 'application composée L 'H Ly Ve Lp)
soit une application linéaire sur I’espace vectoriel F.

De plus, pour tout H € L(E),

le(H)lle = Lo HLg 2 < | Lg 12 H .

donc @ est continue.
D’autre part, le reste R(H) vérifie, pour H € L(E)

IR(H)] e
= ||H||S(|H||z) —
e HleS U le) s

Par définition de la différentiabilité, ceci signifie que Z est différentiable en Ly de
différentielle
DI(Ly): H € L(E)— —Ly'HL;' € L(E).

3. Qu’est-ce-que ¢a donne pour n =17

Corrigé : Ici, on entendait par la "Qu’est-ce que ga donne quand dim(E) = 1 ?"El
En dimension 1, donc, £ = R et Z est I’application qui, & une application linéaire
inversible R — R associe son inverse.

Or, une application linéaire R — R est de la forme h, : z € R — ax € R, et elle
est inversible si et seulement si a # 0. Dans ce cas, on a en fait

Z(ho) = h1 pour € R*

~» On peut identifier L(R) & M;(R) = R via h, — «, et alors 7 s’identifie a
Papplication o € R* — é € R*.
On a obtenu (mais on le savait déja!) que Z était différentiable en tout a € R*,

et
1 1 b
DI(ag):beERm ——b—=——;
g Op Qg

Autrement dit, en utilisant le lien dérivée-différentielle,

1
I/(OZO) = —073

On retrouve la dérivée bien connue de la fonction 1/z.

2. Désolée, ce n’était vraiment pas clair!



