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Chapitre 3

Les limite(s) des fonctions a une
variable.

1 Introduction : Définition intuitive d’une limite.

Donnons du sens a I’équation suivante : lim f(z) = b.
T—ra

La limite de la fonction f(z) est égale & b (en supposant qu’elle existe. Ce qui n’est pas toujours le cas!)
c’est-a-dire que f(x) se rapproche de b lorsque z se rapproche de la valeur a. Avec, a € Dy, dans ce cas
a est un élément du domaine de définition. Ou, a ¢ Dy c’est-a-dire que a n’appartient pas au domaine
de définition mais des valeurs de x trés proches de a lui appartiennent. On dit alors que a est une borne
ouverte du domaine de définition.

a est soit un nombre réel, soit +o0o ou —co.

2 Comprendre les limites avec un exemple.

1
Soit f(xz) = — la fonction inverse. Nous avons vu que son domaine de définition était Dy = R* =

]—00;0[U]0; +00[. Ce domaine de définition comporte quatre bornes ouvertes (4 crochets ouverts). Il y a
donc quatre limites "intéressantes" a calculer.

Comment savoir quelles sont les limites "intéressantes" & calculer ?

Dans un grand nombre de cas, le calcul de la limite est tres simple. En effet, si a € Dy alors lim f(z) =
r—a

f(a).

Soit f(z) = %

1 1
Exemple 41 : lirn1 e 1= f(1). Quand z se rapproche de 1 alors f(z) se rapproche de f(1).
z—1
1 1
Exemple 42 : lin}1 21" f(4). Quand z se rapproche de 4 alors f(z) se rapproche de f(4).
r—>

1
Exemple 43 : Que l'on peut généraliser : lim f(z) = — = f(a), Ya € R* avec a # +0o0 et a # —o0.
r—a a

Or, il peut étre intéressant de connaitre le comportement de la fonction lorsque = s’approche des bornes
ouvertes du domaine de définition :

a) Comment se comporte f(x) quand x tend vers 200 ? (cf. section 2.1)

b) Comment se comporte f(z) quand = se rapproche de 07 Attention, il existe deux maniéres de se
rapprocher de 0. C’est pourquoi il y a 4 limites "intéressantes" & calculer (cf. section 2.2)

4
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2.1 Limites en linfini
1. Limite en +oo.
o Ilustrations par le calcul. Dans le tableau ci-dessous on calcule les images par f(x) pour des
antécédents de plus en plus grands.
x 10 100 1000 10000
1 1 1 1
z) | —=0,1| —=0,01 | —— =0,001 | —— = 0,0001
f(@) 10 ’ 100 ’ 1000 ’ 10000 ’
On constate que lorsque x devient trés grand, f(x) devient trés petit mais reste positif. On consta-
terait la méme chose avec des valeurs encore plus grandes de z. Ainsi, lorsque x — +oo alors
f(z) — 0. Ce résultat sécrit : lim f(x)=0.
r——+00
« Lecture graphique : Quand z devient trés grand (z s’éloigne de l'origine sur 'axe des abscisses),
f(x) se rapproche de 'axe des abscisses donc devient petit (la valeur de f(z) est lue sur l'axe des
ordonnées).
Y
x
2. Limite en —oo.
o Illustrations par le calcul.
x -10 -100 -1000 -10000
1 1 1 1
z) | —=-0,1 ] —— =-0,01 =—0,001 | ——— = —0,0001
f(@) —10 ’ —100 —1000 ’ —10000
On constate que lorsque x tend vers —oo alors f(x) se rapproche de 0 par valeurs négatives.
o Lecture graphique : Quand z s’éloigne de l'origine sur I’axe des abscisses vers —oo, f(x) se
rapproche de I'axe des abscisses donc devient petit mais reste négatif.
)
x
3. Qu’est-ce qui change entre la limite en plus ou moins co ?
Quand = — +o00, f(z) se rapproche de 0 mais reste supérieur a 0. La courbe représentative de f
est au-dessus de l’axe des abscisses. Alors que lorsque x — —o0o, f(x) se rapproche de 0 mais reste
inférieur a 0. La courbe est en dessous de I'axe des abscisses.
Pour étre plus précis, on peut écrire : lim f(z) =0T et lim f(z)=0".
r——+00 T——00
2.2 Limites en 0
1. La valeur x = 0 est interdite pour la fonction inverse. Or, la fonction reste définie pour des valeurs
proches de 0. 11 existe deux "types" de valeurs proches de 0 c’est-a-dire qu’il existe deux maniéres de
s’approcher de 0 : par valeurs supérieures ou par valeurs inférieures '. Le tableau ci-dessous illustre
ces deux manieres.
1. Avec la fonction inverse, f(z) = E, nous aurions pu dire par valeurs positives a la place de valeurs supérieures et
€T

valeurs négatives a la place de valeurs inférieures.
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2. Limite en 0 par valeurs supérieures :

. Limite en 0 par valeurs inférieures :

z— 0" x— 0t
r—0etxz<0|z—0etx>0
-0,5 0,5
-0,4 0,4
-0,1 0,1
-0,01 0,01
-0,001 0,001

z—0et xz>0.
T 0,1 0,01

T T T
f(z) 0 00 0001

0,1 0,01

0,001
= 1000

o Illustrations par le calcul :

Quand z — 0, f(x) devient de plus en plus grand. Ce que 'on peut écrire : lir(r)1+ f(z) = +o0.
T—

e Lecture graphique : Quand z s’approche de 'origine tout en restant positif, f(x) se rapproche
de I’axe des ordonnées et devient tres grand.

Y

-

r—0et x<O.

a: 0.1 20,01 20,001
1 1 1
o Illustrations par le calcul : =-10 = —100 = —1000
P 1@ | =7 20,01 20,001
Quand z — 07, f(z) — —oo. Ce que l'on peut écrire : lim f(x) = —o0.
rz—0~

e Lecture graphique : Quand z s’approche de l'origine tout en restant négatif, f(z) se rapproche
de I’axe des ordonnées et devient tres grand négativement.

Y

-

Synthese : Limites & droite et a gauche quand x — a, avec a € R.

1.

2.3

Si lim+ f (z) = balors f(z) tend vers b quand z tend vers a par valeurs supérieures. C’est la limite
Tr—ra

a droite en a.

. Si lim f(x) =balors f(z) tend vers b quand x tend vers a par valeurs inférieures. C’est la limite

r—ra—
a gauche en a.

.Si lim f(x)=b= lim f(x)alors lim f(z)=0b. Lorsque les limites & droite et & gauche de a
z—rat T—a~ T—ra

sont égales alors la limite existe en a et est égale a b. La réciproque est vraie.

. (Théoréme) Si f (x) admet une limite en a, avec a € R ou a = 00, alors cette limite est unique.

Représentation graphique de la fonction avec les calculs des limites

Les informations précédentes permettent de "dessiner" le comportement de la courbe aux bornes du
domaine de définition mais non I’ensemble de la courbe. Avec les limites, on ne sait pas ce qui passe entre
0T et +oo et entre —oo et 0~. C’est I’étude du sens de variation et de la convexité qui nous permettra
de "dessiner" la courbe. A tire d’exemple, la représentation graphique de la fonction inverse se trouve
ci-dessous. C’est ce que I'on appelle une hyperbole.

Y

=

T
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3 Calculs des limites

Lorsqu’une fonction est continue, le calcul de la limite en a € Dy est tres simple. Il suffit de remplacer
directement dans la fonction : quand a € Dy alors lim f(z) = f(a).
r—a

Exemple 44 : Soit f(z) = 3z + 1 alors...

...lim2 fl@)=3%x241=7= f(2). Quand x se rapproche de 2 alors f(x) se rapproche de f(2).
z—
...limlf(:c) =3x1+1=4=f(1).
z—
Que l'on peut généraliser : Va € Dy =R, lim f(z) =3 xa+ 1= f(a).
r—a

Par la suite, nous nous intéresserons uniquement au calcul des limites aux bornes ouvertes du domaine
de définition. Pour cela, nous utiliserons les propriétés (& connaitre par coeur) des fonctions usuelles ainsi
que les propriétés des fonctions construites par composition des fonctions usuelles. Dans certains cas,
le résultats sera immédiat dans d’autres cas il sera a priori indéterminé et il faudra recourir a diverses
méthodes pour lever I'indétermination.

Limites usuelles & connaitre
1. Soit f(z) = x alors...

(a) alzli%x =0 (b) mgrﬁmx =400 (c) ...zgrzloox =—00
Y
; x
2. Soit f(z) = z™, n € N* alors...
(a) ... lim 2™ = qa” (c) i g = T quand n est pair
b w?a N [N —oo quand n est impair
(b) ... Jm x = +00
Y Y
x x
f(z) = ™ avec n pair f(z) = «™ avec n impair
3. Soit f(z) = Vx
(a) ...lim vz = y/a, a € RT donc lir%\/E:O Yy
r—ra r—r
(b) ... mglfoo VT =400 r
¢) ... lim +/z n’existe pas (cf. domaine de
(c) ,H.Toof ( F2) = /5
définition).
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1
4. Soit f(z) = —, n € N*
T

(a) .. lllglJr o +00 (c) .. IEI}}OO o 0
1 +00 quand n est pair
= + ;
(b) Ili)%l— xn { —oo quand n est impair (d) ... lim 1 10 quand n est parr
z——o00 " 0~ quand n est impair
Y )

f(x) fz) =

—- avecn impair
z

—- avecn pair
z

Exemple 45 : Soit f(x) = 22 alors lir+n 22 =+4ooet lim 22 = +4o0;
T—r+00 r—>—00
Exemple 46 : Soit f(z) = 23 alors 1ir+n 3 =+ooet lim 2% = —oo0.
r—r+00 r—r—00
E le 47 : Soit f(z) 1 1 li 1 L 0F et li L L 0F
xemple : Soit f(z) = — alors lim — =—=0Tet lim — =—=07;
= x2 z—Foo 2 400 z——oco 2 400 ’
e 1 ) 1 11
Exemple 48 : Soit f(z) = e alors wlirg+ il va +o0 et xli)rg_ e
Exemple 49 : Soit f(z) = v/3z alors h%l+ V3z=v3x0=+v0=0c¢et lim 3z n'existe pas car la
T— rz—0—
fonction racine carrée n’est pas définie pour z € R™.

4 Opérations sur les limites

Soient f et g définies de I — R avec I C R qui se lit "/

est un sous-ensemble de R (cf. chapitre 1). Et

soit, I et I’ deux réels.

f g l"avecl’ €R | +00 | —00

1. Limite de f +g=| lavecl € R I+ +o00 | —00
+00 +00 +00 FI

—00 —00 FI | —c©

La limite

de la somme de deux fonctions est la somme des limites. Dans certains cas, le résultat

de cette somme est a priori indéterminé. On parle alors de formes indéterminées (FI dans le

tableau)

: 00— 00 et —oo+ 0o. ATTENTION, une forme indéterminée ne signifie pas que la limite

n’existe pas mais que l'on ne sait pas, en I’état actuel, la calculer. Il faudra réfléchir un peu pour
lever I'indétermination (c’est-a-dire donner une valeur & la limite) ou montrer que la limite n’existe

pas.
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7 g U'#0 0 +00 —00
[#0 IxU 0 | +oosil>0| —ocosil>0
leR —00sil<0 | 4oosil <0
2. Limite de f x g = 0 0 0 FI FI
+00 +oosil’ >0 | FI +00 —00
—ocosil' <0
—00 +oosil’<0 | FI —00 400
—ocosil' >0

La limite d’un produit est le produit des limites. Lorsque le produit est de la forme 0 x oo le résultat

est une forme indéterminée (FI).

s g ' #£0 o+ 0~ +00 —0
{
1#0 7 +oosil>0| —oosil>0|0Tsil>0|0"sil>0
—00sil<0 | +oosil<0 |0 sil<0|0tsil<O
0" 0T sil’ >0 FI FI 0t 0~
3. Limite de ! 0" sil’<0
9 0~ 0= sil’'>0 FI FI 0~ 0F
0t sil’ <0
+o0 +oosil’ >0 400 —00 FI FI
—oosil <0
—00 +oosil’ <0 —00 400 FI FI
—o0sil >0
. . . . . 0 +o0
La limite d’un quotient est le quotient des limites. Lorsque le quotient est de la forme 0 ou Too’
00

le résultat est une forme indéterminée (FI).

Les exemples ci-dessous illustrent les opérations sur les limites. Si une forme indéterminée est mise en
évidence, nous verrons comment la calculer dans la section suivante.

1. Limite de f+get f—g

1
Exemple 50 : Soit f(z) = 2% + = donc Dy = R* alors...
T

. lim

r—r—00

1
x? + ) = lim 22+ lim
x T——00 rT——00 I

Exemple 51 : Soit f(z) = 2 — \/z donc Dy = R" alors...

lim a2
r—+00

Clim (2% — Vz) =

r—r—+00

. im (22 — /2) =0-0=0.

x—0

. 2 1 . 2 . 1

o lim (z24+—-)= lim 2=+ lim — =+oc0o+0=+o0.
x—r+00 T xr—r—+00 r——+00 I
1

( — =+400—0=+oc0.

1
= lim 224 lim — =0+ oo = +oo.

o lim |2+ —
z—0t a5 z—0t+ rz—0t X
1
... lim (x2+>:lim 224 lim — =0— 00 = —o0.
x—0— i r—0— r—0— X

régle ou une astuce pour lever I'indétermination (voir partie 6).

— lim +/z: FI du type 400 — oo. Il faudra trouver une
r—r+o0




Université-Paris 1 Mathématiques L1 S2 2023-2024

2. Limite de f x g
Exemple 52 : Soit f(z) = —3 X /z donc Dy = RT alors...

Ddim (-3 xyx)= lim (—3)x lim z=-3x+00=—-00

T— 400 T—+00 T—>+00
...ilirb(—?)x \/E):ilg%](—?)) xilg%\/fz—?)XO:O.

1
Exemple 53 : Soit g(z) = 23 x — donc D, =R alors...

5

. 1 1
Ihg})( m>_hmx Xilg%)T FT du type 0 X (£)o0
I x )= lm 2®x lim ——:Fldut )% 0
S 7z) = Jm z® < lim Nk u type (400) x 0.
3. Limite de f
g
Exemple 54 : Soit f(x) = W donc Dy = R alors...
I 3 L (750 FI du type ——
. lim = : u type .
z—+o0 \ 22 + 100 lim (22 + 100) YPE o
T——400
li 3 .
i = : u type :
2500 \ 22 + 100 lim (22 + 100) YPC e
r—r— 00

voe+1

x

Exemple 55 : Soit f(z) =

donc Dy = [—1;0[ U]0; 4o00] alors...

\/m hI’Il \/J}+1

x [e’e) —+00
i ==t : FI du type = —
z~l>InIL100 T lim =z H e +00
T ——+00
— lim +/ 1
lim ac—~_1:’”i>%1Jr " = 1 = +00
Tisot lim x 0+
r—0t
— lim +/ 1
Tes0- lim z 0~
z—0—
. VL +1 11—1>H—11 2 1 0
... lim = : = =0=f(-1)
z——1 x lim =z -1
r——1

5 Fonctions équivalentes

1. Définition : On dit que f () et g (x) sont équivalentes en xq si leur rapport tend vers 1 quand x
tend vers zg avec xg € R ou g = too.

o 1@
v=wo g (x)

=1, noté f(x) ~u, g (2).
Quand deux fonctions sont équivalentes cela implique qu’elles ont la méme limite.
Théorémes (a connaitre) :

Un polynome est équivalent a son monoéme de plus bas degré quand = tend vers 0;
Un polynoéme est équivalent a son monoéme de plus haut degré quand z tend vers co.

10
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2. Propriété des équivalents :
(a) Si (@) ~a g (@) et g(2) ~a h(2) alors f (@) ~a b (2).
(b) Si f1 ~a g1 et fo ~q g2 alors f1 X fo ~4 g1 X ga.

(C) Si fl ~a g1 et f2 ~a g2 alors ﬁ ~a &
fo g2

(d) Si f1 ~q g1 alors f¥ ~, g avec a € R.

(e) Attention : f; ~, g1 et fo ~, go n’implique pas f; + fo ~, g1 + go-
(f) Attention : f; ~, g1 et fy ~, go n’implique pas f; — fo ~4 g1 — go.

Exemple 56 : Soit f(z) = 22? — 3z + 12 alors lirr%) (222 — 32 +12) =0—0+ 12 =12 = f(12).
T—r

En utilisant les équivalents, on peut écrire 222 — 3z + 12 ~¢ 12. (On rappelle que 12 est
le monome de plus bas degré. En effet, 12 = 1229).

Montrons que ’équivalent est correct.

2x? — 3z + 12 222 3x
. 2 ~ o g q ab TOobT L g e T g
Dire 1(;ue 2z 3z + 12 ~g 12 implique que ilg%) B }:13}) 12 ilg}) 12 +
lim — =0-— 1=1.
2 =00

6 Détermination des limites en présence de formes indétermi-
nées ?

On rappelle, d’'une part, que les formes indéterminées sont +0o — co; 0 X 00} et, d’autre part,

)

oo

E818

qu’une forme indéterminée ne signifie pas que la limite n’existe pas, mais qu’on ne peut pas la déterminer

sans calculs supplémentaires.

1l existe plusieurs méthodes pour lever les indéterminations. (voir chapitre sur la dérivation pour la
méthode de I'Hospital)

6.1 Forme indéterminée 2

Dans ce cas, on détermine une fonction équivalente dont on connait la limite ou on réécrit la fonction
sous une forme qui permet de la calculer, le plus souvent en utilisant la factorisation du numérateur et
du dominateur.

—3x —00
E le 57 : D 1 écédent i o Il = .
xemple ans un exemple précédent, nous avions : Jrfoo <x2 T 0) o

1**méthode : on factorise numérateur et dénominateur par le terme du plus haut degré :

flz) = i = @ x (=3) = =3 donc  lim s L
224100 22x (1+10) 0 zx(1+1%) sotoo \22+100)

lim 3 = 3 - 3 o
sotoo \z x (14+192) ) +oox (1+0) +4oo

2
2°méthode : on cherche 1’équivalent du numérateur et du dénominateur et on divise ces
équivalents afin de simplifier (voir partie 5) :
—3x -3z =3 -3

~ = —— 1. — =0".
2 +100 T 22 T et x—y—sI-loo z 0

—3% ~4 0o —3x et 22 + 100 ~ o 22 donc

11
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Exemple 58 : Dans un exemple précédent, nous avions : lim =
z—+o0 111_r‘_1 x —|—
Tr—r—+00

On cherche un équivalent pour le numérateur : vz +1 = 4/x =/x X 4/1

VI x /14 z71done /o x V14271~ .
V1 T
Vérification de I’équivalent : lim f tr = lim Vi+zl=y1=1

r— 400 f a:~>+oo
On peut désormais calculer la limite :

1
. z+1 . T . T2 .
lim = lim ve = lim — = lim —4 =07 .
r— 400 €T z—+00 I r—+o00 I r—+o0 T2

6.2 Forme indéterminée oco — oco.

Dans ce cas, on détermine une fonction équivalente, soit en factorisant par le terme dominant puis en
simplifiant, soit en utilisant la regle des équivalents des polyndémes en l'infini. Enfin, lorsque la fonction

est de la forme (w/f(x) — \/g(a:)) avec ll)ril flx) = ET g(z) = +o00, il est alors possible de multiplier

par la quantité conjuguée (\/ fz)++/ g(x)) ce qui permet d’éliminer les racines au numérateur. Dans

certains cas cela suffit pour lever I'indétermination. Dans d’autres cas, il faudra en plus appliquer une
autre méthode (équivalents, factorisation, régle de 'Hospital...).

s . , o (a—0b)(a+b) a*—0b?
L tit de a — b est b —-b) = = .
a quantité conjuguée de a est a + b ainsi (a — b) p—— P

En posant a =/ f(z) et b = \/g(x), alors v/ f(z) — /g \/%Jr?;i

Exemple 59 : Dans un exemple précédent, nous avions : lim (a:Q = \/gf) = lim 2?2 - lim z =
r——+00 r——+00 Tr——+00

400 — oo. Pour lever l'indétermination, on factorise par le terme du plus haut degré
c’est-a-dire x2.

2 2 1 2 2
TN/ T° X T2 a5 -3
xQ—\/E:xQ— [=m2—72:x2— 1:z2——3:x2(1—z7>d0nc
x X x27§ xTr2
—3
lim (22 —+/z) = lim x2(1—x7)=+ool—O=—|—oo.
z~>+oo( f) T—>+00 ( )

Exemple 60 : Soit f(z) = 22° — 622 + 3z + 1 alors lim (22® — 622 + 3z +1) = 0o — 0o + 00 + 1.

T—r+00
On peut factoriser par le terme du plus haut degré mais il est plus rapide d’appliquer

la régle des équivalents & un polynome : f(z) = 22% — 622 + 32 + 1 ~4 22% donc
lim f(r)= lim 223 = +oo.

Tr—+00 Tr—r—+00

Exemple 61 : Soit f(z) = Va2 +1—=zalors lim V2?24 1— 2z = oo — co. Or, il n’existe pas de terme

r—r+o0
dominant et on ne peut pas utiliser les équivalents qui ne s’additionnent pas. Dans ce

cas, on multiplie le numérateur et le dominateur par la quantité conjuguée :

T g Y12 (Vaitlve) (VP4 1) —a? 1
\/12+1+x Vai+ 14z V2 il+ax

li Vz+1l—-z= li — =0".

Si I'indétermination repose sur une (ou des) fonctions comprenant des racines carrées
alors pensez a utiliser la quantité conjuguée.

12
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0
6.3 Forme indéterminée 0 quand z tend vers a avec a € R.

Dans ce cas, le dénominateur et le numérateur s’annulent quand = = a. Donc a est une racine du numé-
rateur et du dénominateur. On factorise par (x — a) ou on utilise les quantités conjuguées.

2 _
Exemple 62 : Soit f(z) = L‘T26 donc Dy = ]—o00;2[ U ]2;+00] et hn§+ f(z) et lim f(x)
z—>

r—2—

0
sont des formes indéterminées du type it On cherche a factoriser le numérateur et le

dénominateur pas (z — 2). Les deux racines du trindme 2 + z —6 = 0 sont z = 2 et
z=-3donc 22 +z — 6 = (z — 2)(z + 3).

(-2 +3) . B . (z=2)(z+3) _ . _
T w-y) L ErY=se Iy Ty S g =S
VT —

Exemple 63 : Soit f(z) =

1
T donc Dy = [0; 1[U]1;+00[ et lim1 f(z) est une forme indéterminée
xr — rT—>r

0
du type —. On utilise la quantité conjuguée du numérateur.

VE-1_ (VE-1)(3+1) _ a-1

1
=1 - @-Detl)  @-Detl)  vei1 o
. . 1 1

6.4 Forme indéterminée 0 x oo.

En général, face a ce type d’indétermination, il suffit de développer I'expression afin de faire apparaitre
des formes connues de limites.

1
Exemple 64 : Soit f(z) = — (1 + /z) donc Dy = |0; +oo[. On constate que LIE f(x) est une forme
T x o]

indéterminée du type 0 x co. On développe I'expression :

1 1 V7 1 1 11
x( +V7) pot x—i—ﬁdonczmim(x—i-ﬁ) 0

7 Asymptotes horizontale et verticale

7.1 Définitions et équations des asymptotes

Le graphe d’'une fonction f(-) admet une asymptote horizontale? d’équation y = b quand = tend
vers oo lorsque lir:il f(x) = b. Le graphe de la fonction se rapproche de plus en plus de cette droite
T—rL 00

horizontale sans jamais l'atteindre (& la différence d’une tangente qui a un point commun avec le graphe).

Le graphe d’une fonction f(-) admet une asymptote verticale d’équation z = zy quand z tend vers
une borne ouverte et finie 2y de son domaine de définition lorsque lim f(x) = +oo. Le graphe de la
T—To

fonction se rapproche de plus en plus de cette droite verticale sans jamais ’atteindre.

2. Vous trouverez une fiche sur les asymptotes obliques sur 'EPI

13
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Exemple 65 : Asymptotes verticales et horizontale

rT=-2 9P = %

lim+ f(x) = 400 donc le graphe de la fonction admet une asymptote verticale d’équation = = 2;
z—2

lim f(z) = —oo donc le graphe de la fonction admet une asymptote verticale d’équation x = 2;
T2~

lim2 . f(x) = —oo donc le graphe de la fonction admet une asymptote verticale d’équation z = —2;
T——

lim f(z) = +oo donc le graphe de la fonction admet une asymptote verticale d’équation x = —2;
T——2—

liIJIrl f(xz) =07 donc le graphe de la fonction admet une asymptote horizontale d’équation y = 0;
Tr—r+00

lim f(z) = 07" donc le graphe de la fonction admet une asymptote horizontale d’équation y = 0.
Tr—r—00

7.2 Comment déterminer la position en 0o de la courbe par rapport a une
asymptote horizontale 7

Tout d’abord, vous remarquerez que cette question ne se pose pas pour les asymptotes verticales!

Est-ce que la courbe est en dessous ou au-dessus de I’asymptote horizontale d’équation y = b7

On sait que la courbe et 'asymptote se rapprochent 'une de I'autre sans jamais avoir de point commun.

En d’autres termes, lirg (f (z) = b) = 0. Il faut préciser si I’écart entre la courbe et la droite se réduit
Tr—>L00

par valeurs inférieures ou valeurs supérieures. Ainsi...
..si lim (f(z) —b) =0T alors la courbe est au-dessus de 'asymptote.

r—+oo
..si lim (f(x) —b) =0 alors la courbe est en dessous de I’asymptote.
r—>+o00
3z

Exemple 66 : Soit f(z) = o d’

admet une asymptote horizontale d’équation y = 3.

On remarque que lilil f(x) = 3 donc le graphe de la fonction
Tr—r 00

Pour savoir si la courbe est en dessous ou au-dessus de cette droite horizontale en 400
et en —oo, on calcule :

=12
lim (f(z)—3)= lim —— =0". La courbe est en dessous de la droite d’équation,
r—+00 rz——+o0o T + 4
Yy =3, en 4o00.
—12
lim (f(z)—3)= lim —— =0". La courbe est au-dessus de la droite d’équation,
T——00 z——o0 T + 4

Yy =3, en —o0.

Le graphe de cette fonction admet aussi une asymptote verticale d’équation x = 4.

14



Chapitre 4

Dérivées et applications de la
dérivation.

1 Définitions

1.1 Représentation graphique du probléme
Soient les points A = (zg, f(x0)) et B = (x1, f(z1))

y Y y
f(x1) B
f(x1)
flao) ko 4a f (o) Flao) | fA
0 ' wox1 0 ‘To\xl 0 o

Graphique 1

Graphique 2

Graphique 3

Graphique 1 : A partir du point A, un accroissement des abscisses, Ax = x1 — x¢, entraine une variation
(ici, un accroissement) des ordonnées Ay = f(x1) — f(xg). Cet accroissement conduit au point B.

La variation totale de y est : f (z1) — f (o) = f(xo + Ax) — f(x0) car 1 = o + Ax.

Donc la variation moyenne par unité supplémentaire de z de la fonction f entre les points

ay _ (o) = f(z) = f(zo) _ flxo+Az) = f(zo) _
Ag ~ Awol = T1 — To - To + Ax — 29 B

A et B est donnée par l'expression :

f(xo + Az) — f (x0)
Az

Quand z = xg, si la valeur de x augmente de Az alors la valeur de la fonction augmente en moyenne de
taz (o) unité(s) par unité supplémentaire de x.

Graphique 2 : Idem mais on réduit la variation de Ax. La pente de la droite change donc la variation
moyenne par unité change.

Graphique 3 : On suppose que Az tend vers 0 c’est-a-dire une variation infinitésimale des abscisses.
Ainsi, les points A et B sont quasiment confondus. La droite (AB) se confond avec la tangente en A.
Il s’agit d’une droite qui a le point A comme unique point commun avec la courbe de f. Le coefficient
[ (zo + Az) — f (z0)

A avec Az — 0. Il s’agit donc d’une limite :
x

directeur de la tangente au point A est

15
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i £ (@0 +Az) — f (20)

= f'(x0). Cette limite représente le nombre dérivé en x.
Axz—0 Ax

Définition : Soit une fonction f définie sur un intervalle ouvert I et xp un point de I. Une fonction f est
f (o + Az) — f (20)

Az
tend vers x( c’est-a-dire pour Az — 0. La limite s’appelle alors le nombre dérivé de f en x( et est
notée [’ (xo).

dérivable en zq si la variation moyenne unitaire admet une limite finie lorsque z

Quand z = x( alors la valeur de la fonction augmente en tendance de f’(xg) unité(s) par unité supplé-
mentaire de .

Exemple 67 : Le nombre dérivé de la fonction racine carrée, f (x) = \/z, en x est :
. (o) = lim Vzo + Az — /20 _ i (\/x0+A:177\/xT)) X (\/I0+A:C+\/%).
Az—0 Az Az—0 Az x (Vzo + Az + /Z0)
On utilise les quantités conjuguées pour simplifier I’expression.
xo + Ax — g 1 1

Az—0 Az x (Vo + Az + /Tg) Ar—0zo + AT+ /Tg 2 X /To

La dérivée en un point est un nombre que ’on peut calculer parfois en utilisant la définition
mais le plus souvent a partir de formules 4 apprendre par cceur (voir ci-dessous).

1.2 Nombre dérivé et équation de la tangente en z

Lorsque la fonction f est dérivable en zq, la courbe représentative de la fonction f admet au point
A = (zg, f (z9)) une tangente qui est une droite d’équation y = az + b dont on peut déterminer le
coefficient directeur et I'ordonnée a l'origine a partir des deux propriétés suivantes :

...la courbe et la tangente ont la méme pente en g : on en déduit a = f' (o).

...le point A est, a la fois, sur la courbe de la fonction et sur la tangente : f (zg) = a X g + b. Sachant
que a = f'(xzg), on peut alors en déduire la valeur de b : b = f (z¢) — f' (z0) X zp.

On peut alors écrire I’équation de la tangente en xzg :

y=f"(zo) xx+ f(x0) — f (x0) X 20
y = f'(zo) (x — zo) + f (z0)

Si f' (zg) = 0 alors la tangente est horizontale c’est-a-dire qu’elle est parallele & ’axe des abscisses (voir
section 3.5).

Exemple 68 : L’équation de la tangente en x = 1 de la fonction carrée, f(z) = 22 est :
y=f'(1)(x—1)+ f(1) avec f'(1) =2 x 1 =2 car f/(x) = 2z (voir tableau page suivante)
et f(1)=12=1doncy=2(z—1)+1=2z—1.

Exemple 69 : L’équation de la tangente en x = 0 de la fonction carrée, f(z) = 22 est :
y = f'(0)(x — 0) + £(0) avec f/(0) =2x0=0et f(0) =02 =0 donc y = 0. La tangente

se confond avec ’axe des abscisses.

Exemple 70 : L’équation de la tangente en = 1 de la fonction racine carrée, f(x) = /x est :

y = ff(D)(x - 1) + f(1) avec f'(1) = 2\17 = %et f(1) = V1 = 1 donc
y:%(l’fl)+1:%x+%.

1.3 La fonction dérivée

On calcule rarement la dérivée d’une fonction en un point. On la calcule généralement sur son domaine de
définition. Si Va € I, un intervalle ouvert et si f'(x) existe en tout point de I alors on appelle fonction
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P . . x+ Ax) — f(z
dérivée de f sur I, la fonction : f': 2 — f'(x) avec f'(z) = lim I )= N )

Az—0 Az
Ce qu’il faut bien comprendre. C’est qu'une fonction dérivée provient d’une autre fonction. C’est-a-dire
qu’elle a son propre domaine de définition. En d’autres termes, le domaine de définition de f/ n’est pas
nécessairement identique au domaine de définition de f.

Exemple 71 : La fonction racine carrée, f(z) = 1/z et sa fonction dérivée n’ont pas le méme domaine
de définition.

1
f(x) = /x est définie sur RT alors que sa dérivée, f'(z) = —=, est définie sur R} .

2\/x
Exemple 72 : La fonction f(z) = (z — 2)3 + 2 est définie sur R alors que sa fonction dérivée
—1
=

2
fl(x) = 3 % (x —2)7 est définie sur |—o0; 2[ U ]2; +o0].

Dérivées usuelles.

Fonction Dérivée Fonction Dérivée

F@) =k 7@ =0 F(@) = az F o) =a
fay=a | @) =nxan f@)= = | fa)=—nx e
u(@) + v(@) w(@) + o(@) k% u(z) avec k € R k< u(@)
w(@) x v(@) | u(@) x v(z) +ulz) x v(z) Zgg avec v(z) £0 | X 3 (;;;(x) x vlw)

Déterminer les dérivées des fonctions suivantes en appliquant les formules :

Exemple 73 : f1(z) = 6 alors f{(x) = 0. La dérivée d’une constante est nulle. En effet, les variations
des antécédents n’ont aucun effet sur les images puisque f(x) est toujours égale a 6.

Exemple 74 : fo(x) = 4o — 4 alors fj(z) = 4. Le coefficient directeur de la droite se confond avec la
dérivée.

Exemple 75 : f3(x) = 523 — 622 + 3z — 10 alors f}(z) = 152% — 12z + 3. La dérivée d’une somme est
la somme des dérivées.

—4
Exemple 76 : fi(z) = Qxxgm alors
, (1) x (222 +52) — (x —4) x (4z +5) —2(z®> — 8z — 10)
a(z) = 2 2 - 2 2
(222 + 5x) (222 + 5z)

Exemple 77 : f5(x) = (322 + 4z)(5z — 1) alors
fi(z) = (6z +4)(5x — 1) + (322 4 42)(5) = 452% + 34z — 4

1.4 Dérivées et élasticités

Pour mémoire, la dérivée mesure la variation tendancielle de y = f(z) par unité supplémentaire de z.
L’élasticité est un indicateur qui porte sur les variations relatives.
Ay
Variation en % de y y
€= = .
Variation en % de x Az
x

Pour une fonction définie et dérivable sur son domaine de définition y = f(x), Pélasticité se calcule a
partir d’une variation infinitésimale de z : Az — 0.
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Ay
e o, Yy ; , . Ay =
Reprenons la définition de I'élasticité : e¢(z) = A, due Pon peut écrire e(x) = Ay X Avec Az — 0.
= roy
A
Par définition : on sait que la limite : Ahm0 A—y = f'(z). On en déduit la définition suivante (& connaitre
r— T
par cceur) de I’élasticité d’une fonction f(x) :
!
f(z)

Par exemple, si €(xg) = 4, on dit : "quand x = xy, y varie en tendance de 4% par point de % supplémen-
taire de x".

Exemple 78 : Soit la fonction : f(z) = 5 — 2 définie. Calculer son élasticité pour = 1 et interpréter
le résultat.

— On calcule I'élasticité pour € Dy quelconque & partir de sa dérivée : f'(z) = —2x
g S . —2x —2x2
en appliquant la formule de I'élasticité : e = X ——— = ——
5—22 5—2x?
— On calcule sa valeur pour x =1 : ¢(1) = =0, 5.

— On peut dire que quand = = 1, y baisse en tendance de 0,5% par point de pourcen-
tage supplémentaire de x.

1. Fonction isoélastique :
Soit la fonction de demande f(z) = az® avec k € R. L'élasticité de f(x) est constante. On dit que
axkxazbt  kxat .

c’est une fonction isoélastique : ¢(z) = z X =
axz T

2. Propriétés des élasticités (cf. exercice TD) :
(a) Soit u(z) = f(x) x g(x) alors élasticité de u(zx) est la somme des élasticités de f(z) et de
g(@).
. f(z)
b) Soit u(z) =
(b) Soit u(a) = L2

alors 1élasticité de u(z) est la différence des élasticités de f(z) et de g(z).

1.5 Dérivée des fonctions composées ou dérivée en chaine

Soit une fonction composée : h(z) = go f(x) = g[f(x)] alors b/ () = (go f)' (z) = ¢'(f(x)) x f'(z).
11 faut s’assurer que f soit dérivable en x et g soit dérivable en f(x). Les dérivées des fonctions composées
se calculent plus rapidement avec la formule suivante : [u(z)"]" = n x u(z) x u(z)*!

Exemple 79 : fs(z) = (422 + 2 — 7)3 alors fi(z) =3 x 8z +1) x (42? + 2 — 7)?
Remarque : La fonction fg(x) est une fonction composée (g1 o g2)(z) avec g1(z) = 23 et
92(x) = 4a® + x — T done (g1 0 g2)'(2) = g (92(2)) x gh(2) = 3 x (92())* x (8w +1) =
3x (422 +2—-7)2 x (8 +1).

1
Exemple 80 : fr(z) = v#3 + 4. On remarque que f7(z) = Va3 +4 = (2 +4)? ainsi fi(z) =
322

32 34_71:
(m)x(az-ﬁ-) 9V + 4

Remarque : La fonction f7(x) est une fonction composée (g1 o g2)(x) avec g1(x) = /z et

X

N | =

1
g2(x) = 23 + 4 donc (g 0 g2)' () = ——— x 322.
24/ ga(x)

1.6 Continuité et dérivabilité

Si f est dérivable en a alors la fonction f est continue en a. Si f est dérivable sur un intervalle I alors la
fonction f est continue sur I. Attention, la réciproque est fausse c’est-a-dire qu’une fonction continue en
a ou sur un intervalle I n’est pas toujours dérivable en a ou en J (voir EPI : fiche sur la continuité).
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2 Dérivées d’ordre supérieur

f/(x) est la fonction dérivée premiére. Comme c’est une fonction, elle peut a son tour étre dérivable : si
f'(z) est dérivable sur un intervalle I alors :
i !/
/ ! " : f(.’L‘—l—A.%‘)—f(l‘)
= = 1
(f(2)) = f"(z) = lim A
Et, ainsi de suite pour f"(x), f*(x),..., ™ (z).

. C’est la dérivée seconde.

On dit que la valeur de la dérivée f’ (x) varie en tendance de f” (x) unité(s) par unité supplémentaire de
x. La dérivée seconde permet de caractériser la courbure du graphe de f(-) (voir S1 et section 3.4).

Exemple 81 : Soit f(z) = 2% + 22 + 3. Calculer les dérivées successives de f(x) si elles existent.

L f(x) =42° +2 3. f"(z) = 24z 5 f6) =0
2. f"(z) = 122? 4. f@ =24 6. f(M =0, Vn > 5.

3 Applications de la dérivation : calculs de limites, sens de va-
riation, extremums, convexité et point d’inflexion.

3.1 Calcul de limites avec les dérivées : Réegle de ’Hospital

0
La régle de 'Hospital ! permet de calculer des limites pour les cas d’indétermination suivants : 0 et X,
0
0 !
Si lim I @) :fougavecaeRoua::tooetsi lim F@) = avec 6 € R ou 6 = oo alors
2g@ 0 s 2 g (@)

i@ @
@) g (@)

"(x 0 00
Si lim f, (2) = — ou — alors il faut a nouveau dériver le numérateur et le dénominateur puis calculer
a=a g’ (z) 0
- o (@)
la limite. Ainsi, si lim ~— =¢d avec 0 € R ou § = £oo alors
T—a g (a’,‘)

Cf@ )
M@ Ty

On peut dire que le quotient des dérivées se comporte a la limite comme le quotient des fonctions.

T —\/T T —/T 0
Exemple 82 : La limite suivante lim i est une forme indéterminée avec lim 7\[ =—.
rz—1 x2 —1 rz—1 :172 —1 0

T

Avec f(z) =z — y/z donc f'(z) =1— Nt

ﬁ et g(x) = vx2 — 1 donc ¢'(z) =

!
= = 07. La limite est finie donc lim f (=) = lim f/ ()
+00 z—1g(x) =—1g ()

1. Guillaume de I’'Hospital (1661-1704) est le premier & l’avoir publié. Cependant, il y a de sérieuses raisons de penser
que l'auteur véritable est le suisse Jean Bernoulli (1667-1748).
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3

z° 4+ 00
Exemple 83 : La limite suivante lim ——-———— est une forme indéterminée du type —.
z—+o0 223 + 12 00

Avec f(z) = 23 + x donc f/(x) = 32% + 1 et g(z) = 223 4+ 12 donc ¢'(x) = 622 alors
/ 32 +1
lim @) _ 27 as - donc on continue de dériver le numérateur et le dénomina-
z—+ ¢’ (x) 62 00
teur :
1
6
im M x> donc on continue de dériver le numérateur et le dénominateur :
z—+ g ( 122 oo

st g () 12 2 et g(a)

@) 6 _1_ @

Remarque : La méthode des équivalents (voir exemple 57) des polyndémes permet d’aller
beaucoup plus vite!

3.2 Sens de variation
Théoréme des accroissements finis (TAF)

Le théoréme des accroissements finis permet de faire le lien entre le sens de variation d’une fonction
et le signe de sa dérivée.

Théoréme de accroissements finis.

Si une fonction est continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b alors il existe au moins un point ¢ € |a, b[ tel

vy F0)—fla)
que (o) = L=,
! B
* Il existe au moins un point du graphe de f sur l'intervalle ]a, b[ ou la
tangente est paralléle & la droite (AB). Avec A = (a, f (a)) et B = (b, f (b))
* La tangente au point d’abscisse ¢ est paralléle & la sécante (AB).
b) —
* La sécante (AB) a pour pente fb) = fla)
1) b-a
x
Al c

Exemple 84 : Soit f(x) = —23 + .
1. Peut-on appliquer le théoréme des accroissements finis & la fonction f sur [—2;1]?
On vérifie les conditions du théoréme : f(z) est définie et continue sur [—2; 1] et dérivable sur |—2; 1].

2. Appliquer le théoreme des accroissements finis a la fonction f.
Les conditions sont respectées donc il existe au moins une valeur ¢ de l'intervalle |—2; 1] telle que

£ (D)= f(=2)

/ !

= = = -2

f'(e) 1= (=2) f(e)

Pour déterminer la ou les valeurs de ¢, on calcule la dérivée de f : f'(z) = —32% + 1.

flle)=-2& -3%+1=-2=c=241.0r,1¢]-2;1] donc ¢ = —1.
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3.3 Signe de la dérivée et sens de variation (Rappel S1)

Dérivées et sens de variation.

Soit f: Dy =1 — R continue sur I fermé et dérivable sur I ouvert alors :
1. SiVx € I ouvert, f' (z) =0 <« f est constante sur I ouvert;
2. SiVzx € I ouvert, f'(x) >0 < f est croissante sur I ouvert;
3. SiVx € I ouvert, f'(z) <0< f est décroissante sur I ouvert ;
4

. SiVa € I ouvert, [’ (x) > 0= fest strictement croissante sur I ouvert;
Attention, la réciproque est fausse. La fonction cube, f (x) = 2%, admet une dérivée nulle en x = 0
et est strictement croissante (cf. ci-dessous pour la réponse).

5. SiVa € I ouvert, f'(x) < 0= f est strictement décroissante sur I ouvert.
La réciproque est fausse.

Déterminer, & partir de la fonction dérivée, le sens de variation des fonctions suivantes. (Il s’agit des
fonctions dont les dérivées ont été calculées précédemment).

85) fi(z) =6 89) fs(x) = (322 + 4z)(5x — 1)
86) fa(x) =4z —4
87) fs(x) = 52° — 6% + 3z — 10 90) fo(z) = (42? +z +7)°
Tz —4
88) fa(z) = 222 1 5z 91) fr(x)=va3+4

Exemple 85 : f1(z) = 6 alors f](z) = 0. La fonction est constante sur son domaine de définition.

Exemple 86 : fy(z) = 4x—4 alors f5(z) = 4 > 0. La fonction est strictement croissante sur son domaine
de définition.

Exemple 87 : f3(z) = 523 — 622 + 3z — 10 alors fi(z) = 1522 — 122 + 3 = 3(5z? — 4o + 1) = 3P(x).
Pour étudier le signe de f}(z), on calcule le discriminant de P(z) : A = (—4)?—4x5x1 =
16 — 20 < 0 donc P(xz) est toujours strictement positif : f5(x) > 0. La fonction est
strictement croissante sur son domaine de définition.

- 4 =4
Exemple 88 : fy(z) = 2;24_2533 avec Dy = |—o0; 32 [U]32;0[ U]0; +o0o[ alors
—2(z* — 8z — 10)
fi(:z:) = (2332 n 5$)2 avec Df/ = Df.
On remarque que la fonction dérivée n’est pas définie quand z = 0 et z = —2,5 : valeurs
qui annulent le dénominateur. Il faudra s’en souvenir lorsque ’on établira le tableau de
signes.

Etude du signe de la dérivée : Le dénominateur sera toujours positif sur le domaine de
définition puisqu’il s’agit d’un carré. Le signe de fj(z) dépend exclusivement de celui
du numérateur. On calcule le discriminant de P(z) = 22 —8x—10: A = 104, et les racines :

oo 82V 8-2V36 e 8 VI 842V96

2 2 2 2
4+ /2629, 1.

Le tableau de signes ci-dessous permet de conclure sur le signe de la dérivée :

x | -2,5 -1,1 0 9,1
22 —8x— 10 + + 0 - -0 +
—2(z?2 -8z —10) | - - 0 + + 0 -
fi@) - -0+ + 0 -

La fonction sera décroissante sur |—oo; —2, 5[U] —2,5;4 — \/%] U [4 +/26; 400 [ et crois-
sante sur [4 — \/26;0[U]0;4 + v26].

21



Université-Paris 1

Mathématiques L1 S2 2023-2024

Exemple 89 : f5(z) = (322 +4x)(5z—1) alors fi(z) = (6x+4)(5bz —1)+ (3x? +42)(5) = 452% + 34z — 4.
Meéme méthode que dans le cas précédent.
Exemple 90 : fo(z) = (422 + 2 + 7)3 alors f{(z) =3 x (8z + 1) x (4% + 2 + 7)?
Le signe de f(z) ne dépend que du signe de 8x + 1 car les autres facteurs sont
—1
strictement positifs. Donc f{(z) > 0 quand 8z +1> 0=z > 5
Ainsi, la fonction est décroissante sur } —00; _8} et croissante sur {_8’ 400 [
, 3z?
Exemple 91 : f;(z) = Va3 + 4 alors fi(z) = ———
2vVx3 + 4

Un carré et une racine carrée sont toujours positifs donc f} > 0 sur son domaine de
définition et la fonction f7(x) est croissante sur son domaine de définition.

3.4 Convexité et concavité

Le signe de la dérivée premiere indique si la fonction croit, décroit ou est constante. Le signe de la dérivée
seconde indique la tendance d’évolution de la dérivée et permet de préciser si la fonction est convexe,

linéaire ou concave.

Définitions et interprétations

Les éléments développés dans cette section ont déja été présentés au S1. Soit une fonction f(-) deux fois

dérivables sur son domaine de définition.

Si,

Dérivée seconde, convexité/concavité et points d’inflexion

Cas 1 Cas 2 Cas 3
Y ) Y
x x x
f'(@) =0 f'(x) =0 f'(x) >0
f"(@) =0 f'(@) <0 f'(@) =0
f(+) est croissante convexe f() est croissante concave f() est croissante affine
Cas 4 Cas 5 Cas 6
Y Y Y
x x x
f'(x) <0 f'(x) <0 f'(x) <0
f'(x) <0 f'(x) =0 f'(x) =0
f() est décroissante concave | f(-) est décroissante convexe | f(-) est décroissante affine

(1) f" (o) = 0 et,
(2) la dérivée seconde change de signe en passant de droite a gauche de xg,
alors le point critique est un point d’inflexion.
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f(x) >0

f"(x0) =0
f"(x0) < 0 quand x < ¢ (concave)
f"(zo) > 0 quand = > z( (convexe)

Exemple 92 : Les fonctions suivantes sont-elles convexes ou concaves sur leur domaine de définition ?
a) f(x) = 42? — 5.
f'(x) =8z et f"(x) =8 > 0, Vo € Dy. Par conséquent, la fonction est convexe sur son
domaine de définition.

b) f(x) = V.

f(z) = oW > 0, Vo € RS (Attention, le domaine de définition de la fonction dérivée
%
=1 = =]
est différent du domaine de définition de la fonction) et f”(z) = TxTS = 22 < 0,
€T2

Vo € Rf. Par conséquent la fonction est concave sur R} .
c) f(z) =4z — 5.
f'(x) =4 et f"(x) = 0. Par conséquent, la fonction est & la fois convexe et concave.

Exemple 93 : La fonction f(z) = 2* admet-elle un point d’inflexion ?
On calcule la dérivée seconde : f(z) = 423 et f"(x) = 1222
On cherche les valeurs de = qui annulent la dérivée seconde : f”(0) = 0. Or, le point
d’abscisse x = 0 n’est pas un point d’inflexion car f”(z) ne change pas de signe en
passant par 0. En effet, f”(x) = 1222 > 0, Vo € R c’est-a-dire que la fonction est
convexe sur I’ensemble de son domaine de définition.

Exemple 94 : La fonction f(z) = 2® admet-elle un point d’inflexion ?
On calcule la dérivée seconde : f'(z) = 322 et f”(x) = 6.
On cherche les valeurs de z qui annulent la dérivée seconde : f/(0) = 0. Le point
d’abscisse z = 0 est un point d’inflexion car f”(x) change de signe en passant par 0. En
effet, f"(x) = 62 <0,V € R_ et f”(x) = 6z > 0, Vz € Ry. La fonction est concave sur
R_ et convexe sur R;.

3.5 Extremum local : deux conditions

Soit I un voisinage ouvert du point xg :
1. Le point (xo; f(x0)) est un maximum local au sens large si Vo € I, f(zg) > f(x);

2. Le point (zo; f(x0)) est un maximum local au sens strict si Vo € I, f(z) > f(z);

(o3 f(20))
3. Le point (zo; f(x)) est un minimum local au sens large si Vz € I, f(zg) < f(z);
(o, f(20))

0 f
4. Le point (zg, f(x0)) est un minimum local au sens strict si Vo € I, f(xo) < f(x).

Condition nécessaire d’existence des points candidats & un extremum local

Soit f(-) une fonction définie sur un intervalle ouvert I et zy € I. Si f(+) est dérivable en g et si f/ (zg) =0
alors (xo; f(xo)) est un point candidat & un extremum local. Cette condition est nécessaire mais
non suffisante.
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Y
f (z0) La tangente est horizontale lorsque xg est un point candidat a un extremum local.
0
En effet, f' (z9) = 0 est le coefficient directeur de la tangente en z.
f(z1) On rappelle que f’ (xg) est aussi le nombre dérivé en xg.
1 To I v

La condition nécessaire n’est pas toujours suffisante. La fonction cube, f(z) = 2? est strictement
croissante sur R. En effet, f'(z) = 322 > 0, Vo € R. Cette dérivée s’annule au point d’abscisse z = 0.
Cependant, la fonction n’admet ni maximum, ni minimum en ce point puisque la fonction est strictement
croissante. C’est un point d’inflexion car f”(z) = 6x donc f”(0) = 0 et f”(z) < 0 quand = < 0 et
f"(z) > 0 quand = > 0.

Ainsi, la tangente est horizontale au point d’abscisse = 0 mais ce n’est pas un extremum.

Déterminons les points candidats & un extremum local, s’ils existent, des fonctions suivantes. (Il s’agit
des fonctions dont les dérivées ont été calculées précédemment).

Exemple 95 : fi(z) = 6 alors f{(xz) = 0. Vo € Dy,, la dérivée premiére s’annule. Tous les éléments de
I’ensemble de définition sont des points candidats! Ils sont tous, & la fois, minimum et
maximum locaux au sens large, mais aucun point n’est un minimum ou un maximum
local au sens strict.

Exemple 97 : fo(x) = 42 — 4 alors fi(x) = 4 # 0, Vo € Dy,. La fonction n’admet pas de point
candidat & un extremum local. Une fonction n’admet pas de point candidat lorsqu’elle
est strictement monotone (strictement croissante ou strictement décroissante) sur
I'ensemble de son domaine de définition. Ce qui est le cas ici : f5(z) > 0, Vx € Dy.

Exemple 98 : f3(x) = 5z® —622+3z—10 alors f(z) = 152% —12z+3 et fi(x) > 0,Vx € Dy (car A <0
donc ce polynéme est toujours du signe de a. ici, a = 15). Par conséquent, la fonction
n’admet pas de point candidat a un extremum local car elle est strictement croissante
sur son domaine de définition.

x — —2(z? — 8z — 10)

"~ 222 4 b5z (222 + 51)2

Le dénominateur ne s’annulera jamais. Donc, fj(z) = 0 quand 2’ = 4 — /26 « —1,1

et 2”7 = 44 /26 » 9,1. 1l existe donc deux points candidats & un extremum local :

(713 1; f4(717 1)) et (97 ]-; f4(97 1))

Exemple 99 : f,(z) alors fi(z) =
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Exemple 100 : f5(x) = (322 + 42) x (5 — 1) alors fi(x) = (6x +4) x (b — 1) + (322 + 42) x (5) =
4522 + 40z — 10 = 5(922 + 8z — 2)
On calcule le discriminant et on détermine les deux racines : ' = —1,1 et 2" =
0,2. Il existe donc deux points candidats & un extremum local : (—1,1; f5(—1,1)) et
(07 2; f5(0a 2))

Exemple 101 : fs(x) = (422 + 2 — 7)3 alors fi(x) =3(8z + 1) x (4a? + z — 7)?
Un produit de facteurs est nul quand au moins un des facteurs est nul. Ainsi,

8z +1=0 rz=—0,125
fe(x)=0= xz N ={r=>-1,5
4z +2—-T7=0
z 212

Il existe donc trois points candidats a un extremum local.

32
Exemple 102 : z) = Va3 + 4 alors fi(z) = ——=

fi(x) =0 =322 =0 = 2 = 0. La fonction admet un seul point candidat.

Remarque : Etudier le sens de variation permet en méme temps de déterminer les points candidats a
un extremum local.

Caractérisation des points candidats a un extremum local

N

Les valeurs de  qui annulent la dérivée premiére sont les points candidats a un extremum local.
Cette condition est nécessaire pour déterminer les extremums locaux : minimum ou maximum. Mais,
elle n’est pas suffisante (pour étre élu, il faut étre candidat mais tous les candidats ne sont pas élus!).
En d’autres termes, si f’(xo) = 0 alors zp n’est pas nécessairement un minimum ou un maximum local.

Pour qu’un point candidat soit un extremum local, il faut que la dérivée change de signe en ce point. C’est-
a~dire que la fonction soit croissante juste avant et décroissante juste apres ou I'inverse. Par conséquent,
I’étude du signe de la dérivée seconde au point candidat permettra de nous indiquer comment évolue la
dérivée au voisinage du point candidat.

Nature des points candidats : Max et min locaux.

Soient f(-) une fonction définie de Dy dans R et un élément zy € Dy, alors xy est un...

1. .. maximum local au sens large sur Dy, s’il existe Az > 0 tel que Yz € Jxg — Az;z9 + Az[, on
a f(z) < f(xo).
Au voisinage de xg, f(zo) est supérieure ou égale a toutes les images par f issues de ce voisinage.
La fonction est concave au voisinage de . Cela signifie que la dérivée est décroissante au voisinage
de xo en passant par 0 en zg. La dérivée est donc positive avant xg (fonction croissante) et négative
apres zg (fonction décroissante).
Si f' (zg) =0 et si f” (zg) < 0 alors le point candidat est un maximum local en z.

2. ..minimum local au sens large sur I, s’il existe Az > 0 tel que Vz € |xg — Az;xo + Ax[, on a
F() > flwo).
Au voisinage de zg, f(zo) est inférieure ou égale a toutes les images par f issues de ce voisinage. La
fonction est convexe au voisinage de xg. Cela signifie que la dérivée est croissante au voisinage de
Zo en passant par 0 en xg. La dérivée est donc négative avant x (fonction décroissante) et positive
apres zg (fonction croissante).
Si f' (zg) =0 et si f” (zg) > 0 alors le point candidat est un minimum local en z.

3. Si f"(xg) = 0, on distingue deux cas :

(a) Si la dérivée seconde ne change pas de signe en passant de gauche & droite de xg alors le point
candidat est un point de maximum local si f”(x) < 0 & gauche et a droite de xq et c’est un
minimum local si f”(z) > 0 & gauche et a droite de x¢. Exemple : f(z) = z* en 29 = 0.

(b) Si la dérivée seconde change de signe en passant de gauche & droite de z( alors le point
candidat n’est pas un point d’extremum. Mais comme on I’a vu précédemment c’est un point
d’inflexion. Exemple : f(z) = 22 en x¢ = 0.
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Extremums locaux et extremums globaux

Alors qu'un extremum local est le point le plus haut (max) ou le plus bas (min) sur un voisinage, un
extremum global est le point le plus haut ou le plus bas sur I’ensemble du domaine de définition. Un
extremum local n’est donc pas toujours global.

Soient f(-) une fonction définie de Dy dans R et un élément zo € I, alors x( est un...

1. ..maximum global sur Dy, si Vo € Dy alors f(x) < f(zo).
f(zo) est supérieure ou égale a toutes les images par f de Dy.

2. ..minimum global sur Dy, si Vz € Dy alors f(z) > f(zo).
f(zo) est inférieure ou égale a toutes les images par f de Dy.

Pour déterminer les maximum et minimum globaux, il faut disposer du tableau de variation de la
fonction, et notamment des limites aux bornes ouvertes du domaine de définition.

Max local y

T * €
0 \/ "\ Min global

\

Min local

Quelle est la nature des points candidats & un extremum local pour les fonctions suivantes ?
(z —4)?
2z 45
On cherche la dérivée premiere afin de déterminer les points candidats & un extremum
2(x —4)(2 —2(x—4)% 222410z-T72 2(z? —
local : f/(z) = (x —4)(2x +5) — 2(z — 4) _ 207+ 10072 (z* + bz — 36
(22 4+ 5)2 (22 4+ 5)2 (2x +5)2
On calcule le discriminant de P(z) = 2 4 5z — 36 d’ott VA = 13 et 2/ = —9 et

z" = 4. 1] existe donc deux points candidats & un extremum local : A = (—=9; f(—9)) et
B = (4; f(4)). Afin de déterminer la nature de ces deux points candidats il faut calculer :

f"(=9) et f7(4).

(4z + 10)(2x + 5)2 — (222 + 10z — 72)(2)(2)(2x + 5)

Exemple 102 : f(z) =

1 —
f (1') - ((sz + 5.13)2)2
1(z) = (4z + 10)(2x + 5) — 4(222 + 10x — 72)

238 (2z 4 5)3

PR " —

d’ou f"(x) = @157
) 338 . .

Soit f"(-9) = i35 < 0 donc le point A = (=9; f(—9)) est un maximum local. Et

g 338

> 0 donc le point B = (4; f(4)) est un minimum local.
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9
Exemple 103 : g(z) = 23 — §x2 + 100.

Alors ¢'(x) = 322 — 92 = z(3z — 9). Un produit de facteurs est nul quand au moins un
des facteurs est nul. Ainsi,

=0 x=0
"(@)=0= 4" =
9(®) {395—9:0 {1:23

Il existe donc deux points candidats.
g'(x) = 62z — 9 d’ou ¢”’(0) = —9 donc le point (0;100) est un maximum local. Et,
g"(3) = 9 donc le point (3; 132) est un minimum local.
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Chapitre 5

Fonctions exponentielle et
logarithme népérien

1 Définition et propriétés de la fonction exponentielle de base
a.

On appelle fonction exponentielle de base a la fonction définie par f(z) = b x a® pour tout a > 0 et
b € R. Son domaine de définition est R.

Remarque : il ne faut pas confondre les fonctions puissances f(z) = =™ et les fonctions exponentielles
f(z) = a® avec a > 0.

Exemple 104 : f(z) = 3% est une fonction exponentielle de base 3 : f(0) = 3° = 1; f(1) = 3! = 3;
F(2)=32=9; f(3) =33 =27...
Cette fonction traduit une croissance & taux constant.

f(x) = 0,5% est une fonction exponentielle de base 0,5 : f(0) = 0,5° = 1; f(1) = 0,5! =
0,5; f(2) =0,52=0,25; f(3) =0,5% =0,125...
Cette fonction traduit une décroissance & taux constant.

Y
>1
a<l1 !
1
%
0
Propriétés
1. a® > 0,Vr € R; 3. a*w:i; 5.§:az_y;
2. a% =1, ¥z € R*; a* at
4. a® x a¥ = a* "V 6. (a®) = a®¥ = (a¥)”.

Parmi les fonctions exponentielles en base a, il en existe une qui a une propriété tres intéressante : elle est
égale a sa dérivée. Il s’agit de la fonction exponentielle en base e ou e est un nombre irrationnel proche
de 2,718.
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2 La fonction exponentielle de base e : f(x) = e”.

La fonction exponentielle en base e est appelée plus simplement la fonction exponentielle.

Attention, e ne signifie pas exponentielle. C’est un nombre irrationnel e = 2, 718....

2.1 Domaine de définition et ensemble des images de la fonction exponentielle

Le domaine de définition de f(x) = e” est R et I'ensemble des images est ]0; +oo[ donc la fonction
exponentielle ne s’annule jamais et est strictement positive : ¥ > 0, Vx € R.

2.2 Sens de variation et extremum

Cette fonction est continue et dérivable sur R.

Parmi toutes les fonctions exponentielles en base a, c’est la seule fonction qui a pour dérivée elle-méme :
(e®) = e*. Par conséquent (voir 2.1), f'(z) > 0 donc la fonction exponentielle est strictement crois-
sante sur R.

On en déduit...

1. ...que l'ordre est maintenu avec une exponentielle : x = y < e = e¥; e < eV & x < y et
er>eV s>y

2. ...qu’elle n’admet pas d’extremum local puisqu’elle est strictement croissante. En d’autres termes
Péquation f'(x) = e* = 0 n’admet pas de solution.

3. ...qu’elle n’admet pas d’extremum global. (voir limites 2.4)

2.3 Concavité/convexité et point d’inflexion

La fonction exponentielle est convexe sur R car (e*)” = e* > 0.

2.4 Limites et asymptotes

Les limites aux bornes du domaine de définition sont lim e =07 et lim e* = +o0.
T——00 Tr—400

On en déduit que la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale en —oo.
2.5 Propriétés de la fonction f(z) = e”

Propriétés de la fonction z +— e”.

1. e x e¥ = ety 6. =V ax=y
2.e0=1 7. e = (e")"

-
3. S =y

e 8. (e®) =e” > 0 : fonction croissante
4. il — 7 9. (e*)” =e” > 0 : fonction convexe

© 1 10. lim e® =400
T — T—>+00

e® 11. lim e”=0"
r—r— 00

2.6 Représentation graphique

L’ensemble des informations précédentes permet de représenter le graphe de la fonction = +— e”.
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Exemple 105 : Soient f(x) =e” et g(z) = 27 Calculer :
1) f(0); f(1); 9(0); g(1)
2) f(2) x f(3); 9(2) x 9(3)  3) fx) x f(y); 9(z) x f(y)

£2) @) o) al)
RO RES T o)
6) (F(3)%: (4(3))? ) (F@); (9(@)”

1) f0)=e’=1et f(1)=el =e;9(0)=2"=1et g(1) =2 =2

2) f(2) x f(3) =% x &3 = e?3 =% = f(5) donc f(2) x f(3) = f(5) = f(2+3).
g(2) x g(3) = 22 x 23 = 223 = 25 = ¢(5) donc ¢(2) x g(3) = g(5) = g(2 + 3).

3) f(z) x f(y) =e” x ¥ = "™ = f(z +y) donc f(z) x f(y) = f(z +y).
g(x) x g(y) = 2 x 2V = 2°7¥ = g(z +y) donc g(z) x g(y) = g(z +y).
Une exponentielle transforme un produit en somme.

f(2)_62_2___1_1,9(2)_22_2—_—1_1
4)m—6—3—e 3—¢ _E’@_¥_2 3=9 =3

F@) @y f@) ) 2 g
) f) " e done gy =1~ ) = ga =T 7Y done iy S9le ).

Une exponentielle transforme un quotient en soustraction.

7) (f(2))! = (e*)? = e**¥ donc (f(2))! = f(z x y).
(9(2))” = (2%)" = 22*¥ donc (g(z))" = g(z x y).
Une exponentielle transforme une puissance en multiplication.

3 Fonction composée avec une exponentielle f(z) = @)

La fonction f définie par z — €“(®) est une fonction composée ott f(z) = (g o h)(x) avec g(x) = e et

h(z) = u(z) (voir chapitre 2).

Sachant que la fonction f(z) = e® est définie sur R, on peut en déduire que la fonction e*(*) est définie

quand u(x) est définie donc son domaine de définition est celui de la fonction u(z) : Dy = D,,.

On rappelle que la dérivée d’une fonction composée est (g o h)' (x) = ¢’ [h(z)] (x) x h'(z) donc f'(x) =

eM®) x W'(x). Avec la notation précédente : (e“(w))/ = u(z) x ),
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Le calcul des limites fait souvent appel aux théorémes des croissances comparées (voir 5.5).

Exemple 106 : Soit la fonction : f(z) = e22° =5,

1. C’est une fonction composée du type e(®) avec u(z) = 222 — 5. La fonction f(x) est définie quand
u(x) est définie. Donc, Dy = ]—o0; +00[ = R.

2. Afin de déterminer le sens de variation et le(s) extremum(s), on calcule la dérivée premiere :
f(z) = 4o x e2=° =5,
On sait que €2 =5 > 0, Vo € R donc f'(z) > 0 quand = > 0; f'(z) < 0 quand z < 0 et f/(z) =0
quand x = 0.
La fonction est décroissante sur |—oo; 0] puis croissante sur [0; +o0o[. Le point d’abscisse © = 0 est
un point candidat a un extremum.

3. Pour connaitre la convexité de la fonction et la nature du point candidat, on calcule la dérivée
seconde :
f'(z) est de la forme u(z) x v(x) avec u(x) = 4z et v(x) = ¢2**=5_ Donc f(z) = u(z) x v(z) +
u(z) x v'(x) = 4 x 2 =5 4 4z x 4z x €2*°~5_ En factorisant, on obtient : f” () = 4(1 + 422)e2*” =5,
Tous les termes du produit sont positifs donc f”(x) > 0, Vo € R. La fonction est convexe sur la
totalité de son domaine de définition. Le point candidat est donc un minimum global. Ce que 'on

4
vérifie en calculant f”(0) = — > 0.
e

4. Les limites aux bornes du domaine sont lim f(z) =e™™ = +ocet lim f(x)=e">® = +o0.
T—+00 T——00

f@y=e | v

4 De la fonction exponentielle en base e a la fonction logarithme
népérien : fonctions réciproques

4.1 Qu’est-ce qu’une fonction réciproque ?

La réciproque d’une fonction, notée f~!, "fait le contraire" de la fonction initiale : si f est "avancer de 2
pas" alors f~! est "reculer de 2 pas". Par conséquent, si I’on compose la fonction "avancer de deux pas"
avec la fonction "reculer de deux pas" alors on revient au point de départ. La généralisation mathématique
de ce résultat permet de dire que la composition de deux fonctions réciproques donne la fonction identité

fof=a)=f(f'(x)) ==, V.

Conditions d’existence de la fonction réciproque.

Soit f: I — J une fonction définie sur un intervalle I de R dont I’ensemble des images est J un intervalle
de R. Si f est continue et strictement monotone (toujours croissante ou toujours décroissante) sur
I, alors la fonction réciproque f~! définie de J dans I est continue et strictement monotone (toujours
croissante ou toujours décroissante) sur J et elle a le méme sens de variation que f.

Remarque : Les conditions d’existence d’une fonction réciproque sont une conséquence du théoreme des
valeurs intermédiaires ! : Si une fonction continue est strictement monotone alors elle admet une fonction
réciproque.

1. cf. fiche sur le TVI déposée sur 'EPI
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Exemple 107 : Soit la fonction carrée définie sur R par f(z) = 2. La fonction f est décroissante puis
croissante sur R. Donc, elle n’admet pas de fonction réciproque sur R puisqu’elle n’est
pas strictement monotone.

1. Pour que la fonction carrée soit continue et strictement monotone, il faut 1’étudier sur seulement
une partie de son domaine de définition : soit |—o0; 0], soit [0; +oo[. Ainsi, on définit deux fonctions
continues et strictement monotones.

Soit f(z) = 22 la fonction définie sur ]—oo; 0]. Son ensemble images est donc [0; +ool.
Soit g(z) = 22 la fonction définie sur [0; +o0o[. Son ensemble images est donc [0; +o0.
On remarque que les fonctions fi(x) et fo(x) ont le méme ensemble image.

f(x) T Tg(x)

2. D’apres le théoréme précédent, les fonctions f(z) et g(x) admettent des fonctions réciproques :
f1(x) : [0; 400 = ]—00;0] et g~ () : [0; +o00[ — [0; +o0l.

3. Soient deux réels z et y tels que y > 0. Alors y = f(z) & y =22 & 2 = VY ou xz = —,/y. Donc
y admet (au plus) deux antécédents, 'un dans [0; +oo] et I'autre dans |—o0;0]. On en déduit que
fHz)=—yyet g7 (z) = /you f~!(x) et f(x) ont le méme sens de variation. Idem pour g~*(z)
et g(x).

4.2 Application : la fonction logarithme népérien est la réciproque de la
fonction exponentielle de base e.

La fonction f(x) = e® est continue et strictement croissante sur R dans ]0; +oo[. Elle admet donc une
fonction réciproque que I’on appelle fonction logarithme népérien, notée ? In(x), définie sur ]0; +-o00[ dans
R. Ainsi,

y=¢€" <z =1y

Si f(z) = e, R — ]0; +o0[ alors f~!(z) = In(x), ]0; +oo[ = R

Si g(x) = In(x), ]0; +00[ — R alors g~ 1(z) = €%, R — ]0; +00]

2. Il y a deux écritures possibles : In(z) ou Inz. Cependant, nous préférons la premiére pour des raisons pédagogiques.
Avec des parenthéses, on évite la confusion suivante : In(x + 2) # Inz + 2
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)
e.'L'
e
In (x)
ol /1 e x
Réciprocité des fonctions In(x) et e”.
La réciprocité des deux fonctions implique que :
1. Vz € R, In(e”) = x; 3. In(1)=0&¢"=1;
2. Vz € R}, ") = g 4. In(e) =1 el =e.

Attention les conditions pour passer d’une exponentielle & un log népérien et pour passer d’un log népérien
a une exponentielle sont différentes car les domaines de définition des deux fonctions sont différents.

5 Fonction logarithme népérien notée In(z)

5.1 Domaine de définition et continuité

Le domaine de définition de la fonction In(z) est |0; +00[ et I’ensemble des images est R.
Cette fonction est continue et dérivable sur son domaine de définition.

5.2 Sens de variation et extremum

1

La dérivée premiere® de f(x) = In(z) est In’(z) = —. Comme le domaine de définition est R, on en
x

déduit que In'(z) > 0 donc la fonction z +— In(x) est strictement croissante sur R} . Par conséquent...

1. ..la fonction = +— In(z) conserve l'ordre : z < y < In(z) < In(y), x > y < In(z) > In(y) et
=y < In(x) =In(y).

2. ...la fonction x — In(x) n’admet pas d’extremum.

5.3 Concavité/convexité

La fonction x + In(x) est concave sur I’ensemble de son domaine de définition. En effet, In'(z) = —
x
-1 -1
donc In"(z) = —. Ainsi, Vo € Rf = — <0.
x x
5.4 Limites et asymptotes

Les limites aux bornes du domaine sont lim In(z) = +oco et lim In(x) = —oo.
xr——+00 r—0t

On en déduit que la droite d’équation x = 0 est asymptote verticale.

3. Il y a deux écritures possibles : In’(z) ou (In(zx))’
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5.5 Limites indéterminées avec exponentielle, log népérien et/ou puissance

Comment lever les formes indéterminées entre une fonction logarithmique, une fonction ex-
ponentielle et une fonction puissance ?

Théorémes des croissances comparées

n xr
lim — =0 lim — =400 lim z"e* =0
z—+4o0 T z— 400 M T—>—00
avec n € N* avec n € N* avec n € N*
lim (x xIn(x)) =0 lim 2@ —0 | lim 2" x (In ()™ =0
r—0t T —>+00 z r—0t
avec n,m € N* avec n € N* avec n,m € N

Les résultats ci-dessus sont considérés comme acquis. On peut dire, au voisinage de 0 et en 'infini,
que ’exponentielle "I’emporte" sur la fonction puissance entiére naturelle qui "'emporte" sur la fonction
logarithme népérien.

T X e’ 00
Exemple 108 : La limite lim <1omo> est une forme indéterminée du type —. Pour lever I'indé-
r—+o0 \ T 0

termination, on utilise un des théoremes des croissances comparées qui est un résultat
. . e* . xr X e* . e’
acquis : lim — =400 donc lim ——— | = lim — | = +00.
- -too 2™ 2—-+oo \ 2:10000 2—-too \ 79999

10000
Exemple 109 : La limite lim

z—+oo e

. ’ . 7’ w . 7
est une forme indéterminée du type —. Pour lever I'indéter-
00
n

. . o1 7, N . 7’ . ‘r
mination, on utilise un des théoréemes des croissances comparées lim — = 0 donc
r—+oo et
' 210000
lim =0.
r—+oo e¥

5.6 Résolution de I’équation In(z) = 0.

La fonction x — In(x) est continue sur son domaine de définition. Puisqu’elle est monotone croissante et
sachant que HI_P In(x) = 400 et lim In(z) = —oo, équation In(z) = 0 admet une seule solution (en
T—+00 z—0—

référence au TVI) : In(x) = 0. La fonction exponentielle de base e étant la réciproque de la fonction log
népérien, on cherche donc e(®) = ¢ < z = 1. On en déduit que le graphe de la fonction In coupe 1'axe
des abscisses en x = 1. Par conséquent, Va € ]0; 1], In(z) < 0 et Vz € ]1; +o0], In(x) > 0.

5.7 Propriétés de la fonction In(x)
Vx, y € R

1. In(z x y) = In(z) + In(y) ;

2. In (x) = In(z) — In(y) donc In (

)

—_
N—
I
B
=
|
=
—
&

I
|
B
8
~

3. In(z™) = n x In(z) donc In (v/z) =In

/N

x%) = %ln(a:).

Les propriétés de la fonction In(z) sont trés utiles pour l'analyse économique car elles permettent de
transformer des relations non linéaires en relations linéaires.
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Exemple 110 : La masse salariale (M) est le produit du salaire moyen (S) par le nombre de salariés
(N) : M =S x N. Comme toutes ces variables sont supposées strictement positives, on
peut transformer cette relation en utilisant la fonction In.
M=SxN=ImI(M)=InS xN)=In(M) =In(S) + In(N). En posant m = In(M),
s =1n(S) et n =1In(N), la relation devient : m = s+ n.

| =

Exemple 111 : Le salaire réel (R) rapporte le salaire nominal (W) & lindice des prix (P) : R =

d’ott In(R) = In (Z) = In(R) = In(W) — In(P). En posant, In(R) = r, In(W) = w et
In(P) = p alors r = w — p.

6 Fonction composée avec une fonction log népérien : f(z) =

In (u(z))

La fonction f définie par 2 — In (u(x)) est une fonction composée ou f(z) = (go h)(z) avec g(z) = In(z)
et h(z) = u(x).

1. Cette fonction est définie & la condition que u(x) > 0.
2. On rappelle que la dérivée d’une fonction composée est (g o h)' (x) = ¢'[h(x)] () x h/(z) donc
1 h'(z)
’ _ B _
P(o) = g X W) = 5

3. Le calcul des limites fait souvent appel aux théorémes des croissances comparées.

. Avec la notation précédente : (In(u(z)))’ =

In (222
Exemple 112 : Calculons les limites suivantes : f(z) = Lf) pour z — +oo et x — 0.
75

00
lim f(z) est une forme indéterminée du type —. Or, selon un des théorémes des
T—r—+00 o0

croissances comparées on conclut que lim f(z) =0.
Tr—+00

. __OO__
Jim, f(z) = 5 = —oo-

Exemple 113 : Calculons les limites de la fonction g(z) = % x In(22?) pour # — +o00 et z — 0.
lim f(z) = +o0.

T—r—+00

lim+ f(x) est une forme indéterminée du type 0 x —oo. Or, selon un des théorémes des
z—0

croissances comparées on conclut que lim+ flx)=0.
z—0

Exemple 114 : Soit f(z) = In(z® — 27).
a) La fonction f(z) est définie si z3 — 27 > 0 = 23 > 27 = z > 273 donc = > 3 (car
33 =27) : Dy =13; +o0].

32
b) f/(e) =
strictement croissante donc elle n’admet pas d’extremum.
6z(z3 — 27) — 322(322?) —3z* — 162z
f"(x) = Tt = TG On cherche z tel que f”(z) = 0.

d’ott f'(z) > 0 sur le domaine de définition. La fonction est

¢) Soit —3z* — 1622 = 0 = —3x(2® 4 54) = 0. On trouve = = 0 et = (—54)3. Or,
ces valeurs n’appartiennent pas au domaine de définition donc il n’existe pas de
point d’inflexion. De plus, f”(z) > 0 quand z < (—54)% donc, sur le domaine de
définition, f”(x) < 0. La fonction est concave.
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d) Les limites aux bornes du domaine sont lim f(z) = 4ocoet lim f(z) = —oco0. On
T—+00 z—3+

en déduit que la droite d’équation x = 3 est asymptote verticale.

Y

z=3

7 Résolut

Les propriétés de

ion d’équation avec exp(z) et In(z).

la fonction exponentielle et de la fonction log népérien, ainsi que leur réciprocité, per-

mettent de résoudre des équations.

Exemple 115 :

Exemple 116 :

Exemple 117 :

Exemple 118 :

Pour résoudre les équations avec des exponentielles et log népérien, on applique toujours appliquer les
régles de la balance (cf. S1).

73" = 630 = 3% = 90.
1 1 1
Premiére possibilité : = (€%)3 = 90 = e® = 905 = In(e®) = In(903) = = = In(905) =

% n(90)

Seconde possibilité : = In(e3*) = In(90) = 3z = In(90) = z =

In(z—e)?=4=2n(z—e)=4=>h(z—-e) =2l =z c=e2=1=
e?+e

In(6 — ) — In(x + 1) = In(1). La solution devra respectée les conditions suivantes :
6->0=>z<6etx+1>0=2>—1donczec]-1;6[

6 —
On sait que In <Z> =In(z) —In(y) donc In(6 —z) —In(z+1) =In <x—|—?> L’équation

devient In <M> = In(1).
rz+1
6—x

)
De plus, on sait que z > Oalors z = y < In(x) = In(y) d’ou i l=2= 5 Cette
%

solution appartient bien a ’ensemble |—1; 6].

In(2z + 1) + In(x) = 0. La solution devra respecter les conditions suivantes : > 0 et
224+ 1 > 0 donc z € ]0; +o0].

On sait que In(zy) = In(x) + In(y) donc In(2z + 1) + In(z) = In (x(2x + 1)) et 0 = In(1).
L’équation devient In (z(2z + 1)) = In(1) dou #(22+1) =1 = 222 +2—1=0=2 = —1

" ]_ ].
tx =—-.D S=4-
et 5+ Done 5

On peut vérifier la solution : (2 x £ +1) +In(3) =0 < In@2) +In(3) =0 &
In(2) —In(2) = 0.
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Exemple 119 : Nombre d’années pour doubler le PIB francais.
Soit g, exprimé en %, le taux de croissance de ’économie et Y; le PIB a la date ¢. Alors, on
peut écrire : Y311 = (1+g) x Y;. Connaissant Y, la relation devient : ;1 = (1+g)t x Y
qui illustre une croissance exponentielle de base 1 + g.

PIB euros constants
1949 270,2 milliards d’euros
2017 2246,7 milliards d’euros
Comptes nationaux - Base 2014, Insee

(a) Quel est le taux de croissance annuel moyen (TCAM) sur la période ?

9246, 7\ & . . -
g= 970 2 — 1 = 0,032, soit une croissance annuelle moyenne sur la période

de 3,2%.
Donc, on peut écrire : Yop17 = 1,032% x Yigu9 avec t = 68. Cette maniére de faire
permet de lisser la croissance entre 1949 et 2016.

(b) Si le taux de croissance annuel moyen se maintient a 3,2% dans combien d’années
le PIB aura doublé a partir de 20177

On cherche n tel que Yap174n = 2 X Ya017. On sait que (on conjecture que)

Y2017+n = (1,032)” X Y2017 donc (1,032)” X Y2017 = 2 X Y2017 = (1,032)” =
In(2

2 = In((1,032)") = In2 = nln(1,032) = In(2) = n = hrl(Ill,(O)?)Q) ~ 22 donc au

cours de année 2017+ 22 = 2039 le PIB doublera si le TCAM se maintient & 3,2% !

7.1 Elasticité et log

f'(x)
fx)

@)
7(@)

Nous avons vu que 'élasticité-prix, en x, se calcule de la maniere suivante : e, = = x

(n(f(2))]" donc e, = 2 x [In(f(x)))

Or,

7.2 Log et taux de croissance instantané

Le PIB est une variable du temps : Y'(¢). Si l'on suppose que le temps s’écoule continument (non discret)
Y+ At) - Y(t
( (t+ A1) ( )> = (Y(t))". Donc, le taux de

alors la variation du PIB sera égale a AY; ;,, = lim

At—0 At

croissance instantané (taux de variation instantané) est égal a g, = —— = (In(Y (t))’
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