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Exercice 1 (Questions de cours. (6pts)).
1. (1pt) Donner la définition d’une stratégie d’arbitrage dans un modéle binomial & 1 période.
2. (1pt) En utilisant les notations du cours, sous quelle condition sur les parametres 7, b et h a t-on absence
d’opportunité d’arbitrage ?
3. (1pt) Construisez un arbitrage dans le cas ou r < b.

4. Sur le marché, on observe un contrat forward pour ’achat d’une action Air liquide avec date de livraison
dans un an. Le prix de livraison aujourd’hui est de 2.7 euros. Le prix de l'action Air liquide est de 2
euros. le taux d’intérét & un an est égal r = 10%.

(a) (1.5pts) Y a-t-il un arbitrage ?

(b) (1.5pts) Si oui, proposez une stratégie d’arbitrage

Exercice 2 (Modele binomial & une période. (14pts)). Dans tout cet exercice, on se place dans un modele
binomial & une période avec deux dates t = 0, 1. Le taux sans risque est de 6% et on utilise les mémes notations
que dans le cours. Le prix initial de D'actif risqué est Sy = 100. On prend h = 0.1 et b = —0.02. L’ espace
de probabilité fini non redondant (€2, P(Q2),P) est muni de la filtration F = (F)¢cqo,1} vérifiant Fo = {0, Q},
.Fl = O'(Sl).
1. (a) (0.5pt) Représenter arbre d’évolution & deux dates du prix de lactif risqué.
(b) (0.5pt) L’absence d’opportunité d’arbitrage est-elle vérifiée dans ce modele ?
(¢) (0.5pt) Que vaut P*(wp) = P*(S; = So(1 + h)) ou P* est 'unique probabilité risque-neutre de ce
modele ?
(d) (1pt) Montrer que le processus de prix de 1’actif risqué actualisé {S’t =S /(1+7r),t=0, 1} est une
(F,P*) martingale.
2. On s’intéresse au prix d’'un Put européen de maturité T = 1 et de prix d’exercice K = 100 euros.
(a) (1pt) Calculer le prix a la date 0 de ce Put européen.
(b) (1pt) Rappeler la relation de parité Call-Put & la date 0 dans ce modele.
(¢) (1pt) En déduire le prix a la date 0 du Call européen d la monnaie de maturité T = 1.

3. On considere maintenant une option digitale de payoff hr = 15,5k}, de maturité T = 1 et de prix
d’exercice K = 100.

(a) (1pt) Calculer le prix & la date 0 d’une telle option. On le notera CZ.

(b) (2pts) Quelle est la stratégie de couverture du vendeur (g, 51) associée a cette option ? On calculera
la quantité d’actif risqué a et d’actif sans risque 1 & détenir en portefeuille a la date 0.

(¢) (2pts) On souhaite calculer le prix ]351 d’une nouvelle option digitale de payoff hy = 1 (Sr<K}- En
utilisant la relation 1 = 1yg, <xy +1{g, >k} pour K # So(1+0b),So(1+h) et le principe d’évaluation
risque neutre, donner une relation entre ﬁéi et ég. On fera ensuite I'application numérique pour
déterminer Pg.



(d) (1.5pts) On note (aq, B2) la stratégie de réplication associé a ’option digitale de payoff hy = lis,<K}-
Par un calcul théorique (c’est-a-dire sans application numérique) utilisant la question précédente,
montrer que

ar; +as =0.

4. (2pts) On note (a¢, 5¢) la stratégie de couverture associée au Call européen de maturité T' =1 et de prix
d’exercice K. On note (aP, fP) la stratégie de couverture associée au Put européen de méme maturité et
méme strike. A I’aide d’un raisonnement similaire a celui de la question 3.d), montrer que l'on a

af —aPf =1.



