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Notions élémentaires Quelques rappels
Espérance conditionnelle

Definition (Tribu)

Une tribu (ou o-algebre) sur un ensemble Q est un sous-ensemble de
P() (parties de ), i.e. F < P(R), vérifiant les trois conditions :

Q geF
Q Ac F=Ae F
Q Si (4,),>: suite d'éléments de F alors u,>1A, € F

o On dira alors que (92, F) est un espace probabilisable. Les
éléments de F sont des événements.
o Exemple :

o F = {,Q} estla tribu grossiére.
@ F =P () est la tribu triviale.
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Notions élémentaires Quelques rappels
Espérance conditionnelle

Definition (Mesure de probabilité)

Pour (2, F) un espace probabilisable, P : 7 — [0, 1] est une
probabilité si elle vérifie :

Q P(0) =

@ Si(A,),>: suite d’éléments disjoints de F alors

Un€>1A Z IED

n=1

Quelques propriétés : Soit (2, F,P) un espace probabilisé alors
oP(Q) =1
o Pour toute suite finie (A,)1<.<y d’éléments disjoints

o VA e F, P(A%) = 1 — P(A).
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Notions élémentaires Quelques rappels

Espérance conditionnelle

0A,Be F,Ac B, P(A) < P(B).
oP(AuB) =PA)+P(B) —P(A n B)
o Pour toute suite d’éléments disjoints (A4,),>; d’éléments de F.

= Y P(BnA,)

n=1

o Pour toute suite dénombrable (A,),>1,

Un>1A Z ]P

n=1
o Pour toute suite croissante (A,),>1

P(u,s14,) = hmP( Dk

n [e¢]
o Pour toute suite décroissante (A,),>1

P(Ans1A,) = lim P(4,).

ntoo
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Notions élémentaires Quelques rappels
Espérance conditionnelle

Definition (Variable aléatoire)

@ Soit (O, F,P) un espace de probabilité. X :  — R est une
variable aléatoire rélle si VB € B(R), X~ !(B) = {w: X(w) € B} € F.

© Py estlaloiimage de P par X :
VBe B(R), Px(B)=P(XeB)=PX '(B)).

© Une propriété est vraie presque slirement lorsque I'ensemble
des w pour lesquelles elle est fausse est de mesure nulle.

Q Xel’(P),p=>1,siE[|XP] := §, [X(w)PPdP(w) < 0.
o Attention : si E[|X]?] = 0 alors X = 0 p.s.
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Notions élémentaires Quelques rappels
Espérance conditionnelle

Definition
Les variables aléatoires (X;):c1, I # &, de (2, F,P) dans (E;, &;) sont
dites indépendantes si
© Plrjes {Xj € Aj}) = [ e, PXj € 4)), W < I, ] # &, A € &,
evVicl,J+#, ]P(X,-)jej = ®jejPXj.
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Notions élémentaires Quelques rappels
Espérance conditionnelle

Definition (Espérance conditionnelle)

Soit Y € L'(P). On appelle espérance conditionnelle de Y sachant g,
toute variable aléatoire réelle intégrable Z vérifiant :

@ Z est G-mesurable
@ VG e Q, E[1(;Y] = E[1(;Z]
On la note Z = E[Y|F].

Une telle variable existe et est unique a une égalité p.s. Elle est en
particulier unique sur tout espace de probabilité fini tel que P(w) > 0.
o Quelques propriété importantes : Pour X, Y € L!(P)

E[E[Y|G]] = E[Y].

Si Y est G-mesurable, E[Y|G] = Y p.s.

Si Y est indépendant de G, E[Y|G] = E[Y] p.s.

Soita € R, E[aX + Y|G]| = aE[X|G] + E[Y|G].

SiY >0p.s., E[Y|G] =0p.s.

Si X est G-mesurable et E[|X|E[|Y||G]] < c« alors

E[XY] = E[E[XY|G]] = E[XE[Y|F]].

(@]

O O O O O
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Notions élémentaires

Soit H une sous-tribu de G alors on a
E[E[X|G][#] = E[X|#].

Si X est G-mesurable et E[|X||Y|] < <o alors
E[XY|G] = XE[Y|G] p.s.

Soit X : (Q,F,P) — (E, &) une variable indépendante de G et
supposons que Y soit G-mesurable. Soit @ : R x (E, &) une
fonction B(R) ® £-mesurable, telle que ®(Y,X) e L!(P, alors

E[2(Y,X)|G] = ¢(Y), p.s. oU  ¢(y) :=E[2(y,X)].
o Ex: S, = Sl(l + UQ), U, |ndép de Fi,
E[1(S2)|F1] = E[A(Si(1 + U2))|F1] = p(S1), p(s) = E[A(s(1 + U2)].
Inégalité de Jensen conditionnelle : Soit ® : R — R une fonction
convexe vérifiant E[|®(Y)|] < o alors

O(E[Y]G]) < E[®(Y)|G].
o Ex:x— (x — K)4 convexe N
= (81 = K)+ = (Eg[S2|F1] = K)+ < E[(S2 — K)+|.F]-
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Plan du ¢

e Martingales, temps d’arrét, enveloppe de Snell
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Martingales, temps d'arrét, enveloppe de Snell

Definition
Soit (2, A, P) un espace probabilisé. On appelle filtration et I'on note
F = (F)o<i<r toute suite croissante de sous-tribus de A indexé par
t€{0,---,T}, c’est-a-dire

@ F; est une sous-tribu de A

@ F; < Fiyy pourtoutre {0,---,T—1}

.

Definition

Un processus (X;)o<;<r a valeurs dans R? est dit adapté si X; est
F,-mesurable pour tout £ € {0, - - - , T}. Il est dit prévisible si X, est
Fi—1-mesurable pour toutr € {1,--- ,T}.

Typiquement, le processus de prix d’un actif risqué ou la valeur d’un
portefeuille sera un processus adapté alors que la stratégie de
portefeuille sera prévisible.
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Martingales

Martingales, temps d'arrét, enveloppe de Snell

Definition

Un processus (X;)o<:<r a valeurs rélles est une (F,P)-martingale
(sous-martingale ou sur-martingale) si les trois conditions suivantes
sont réunies :
@ X, est F,-mesurable pour tout 7 € {0,--- , T}
Q E[|X/|] < oo, pour tout £ € {0,--- , T}
Q E[X,.|F] = X, (martingale), E[X,.|F] > X, (sous-martingale),
E[X,+1|F:] < X, (surmartingale) pour toutz € {0,--- , T — 1}.

On déduit facilement de la condition 3 que pour s,z € {0,--- ,T} avec
s < tonakRE[X,|F] = X, (martingale), E[X,|F,] > X, (sous-martingale),
E[X;|F,] < X, (surmartingale).
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Martingales

Temps d'arrét
Martingales, temps d’arrét, enveloppe de Snell Enveloppe de Snell

Temps d’arrét optimaux

Definition (transformée de processus/intégrale stochastique discrete)

Soient (X;)o<i<r Un processus vectoriel, F-adapté a valeurs dans R? et
(¢ )o<i<r UN processus vectoriel, F-prévisible a valeurs dans R?. On définit la
transformée (® : X)o<,<r de X par ® par

t
(@ :X)r = $o.Xo + Z &, AX,, te{0,---,T}

s=1

avec la notation AX, = X, — X,_1,s€ {1,--- ,T}.

Remarque : Il est immédiat que le processus (® : X) est F-adapaté.

Soienta e R, X = (X,)o<i<r UN processus F-adapté a valeurs dans R? et
® = (®,)o<i<r UN pProcessus, borné, F-prévisible, vectoriel a valeurs dans RY.
On considere le processus a + (® : X) = (a + (P : X)/)o<i<r pOUra € R.

o SiX estune (F,P)-martingale alors a + (P : X) I'est aussi.

o SiX estune sur-martingale (sous-martingale) réelle et ® est a valeurs
positives alors a + (® : X) est une sur-martingale (sous-martingale).
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Martingales
Temps darr
Martingales, temps d'arrét, enveloppe de Snell Enveloj Snell
et optimaux

Démonstration.

On montre le premier point seulement. Le deuxieme est laissé en
exercice. Supposons donc que X est une (F,P)-martingale et ®
prévisible, borné.

o Alors, on a ®,.AX; est F; ¢ F,-mesurable pour tout s € {1,--- ,}.
Donc a + (@ : X), est F;-mesurable.

o Ensuite, |a + (® : X),| < |a| + |(® : X):| < |a] + Xi_, |®4]|AX,| <
lal + Y5y [l (1Xs] + Xo—1]) < @+ [@]oo X Xs| + [X—1] € L'(P) ol
on utilise |®|, = sup;<,<7 |Ps| < C < oo avec C déterministe et X
martingale donc X; € L' (IP) pour tout s € {0,--- , T}.

o Finalement, en remarquant que a + (o : X), est F,-mesurable,
a—+ (@ : X)t+1 =a+ (@ . X)t = (D[+1.AX[+1 et
E[®/41.AX; 11| F:] = ©,41.E[AX,11|F;] = 0 on obtient

E[d i (@ :X)t+l|-F.t] =a-+ (@ : X)t 4 E[¢t+1.AX[+1|E] =a+ (@ : X)t
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Martingales, temps d'arrét, enveloppe de Snell

Temps d’arrét et enveloppe de Snell

Soit (22, A, F,P) un espace de probabilité filtré, c’est-a-dire muni
d’'une filtration F = (F;)o<<7 SUr €.

Definition (Temps d’arrét)

Une variable aléatoire 7 : Q@ — {0,--- , T} u {+o0} est un F-temps
d’arrét si et seulement si :

Vie{0,---, T}, {r<t}={w:7(w)<t}eF.

On vérifie aisément que cette définition est équivalente a supposer
que Vte {0,--- ,T}, {r =1t} € F,. En effet,on a

{r<#} = v {T =5},

et
{r=t}={r<t\{r<t—-1}={r<t}n{r<t—-1}°
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Martingales, temps d’arrét, enveloppe de Snell Envelop Snell
Temps d optimaux

o Lexemple typique de temps d’arrét est donné par les temps d’entrée
de processus d-dimensionnel F-adapté dans des boréliens de R.

Soient (X,)o<:<T UN processus F-adapté, t € {0,--- , T} fixé etA un
borélien de R¢. Alors

Tay; =min{s >t : X, € A}
est un F-temps d’arrét a valeurs dans {t,--- ,T} u {+}. En outre,

T/;J =Tas AT :=min(1a,,T)

est aussi un F-temps d’arrét a valeurs dans {t,--- ,T}.
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Temps d'arrét

Martingales, temps d'arrét, enveloppe de Snell

Démonstration.
On vérifie que pour tout s € {¢,--- , T},

{TAJ = S} = Ni<r<s—1 {Xr ¢ A} N {Xr € A} € Fs.

Aussi, sis € {0,--- ,r— 1}, 0n {ma, = s} = & € F,;. Maintenant,
{Tg,, < s} = {1, <s}sis<Tet {7',27, < T} = Q. ]

Definition (Processus arrété)

Soit (X/)o<i<r UN processus F-adapté et 7 un F-temps d’arrét. Le processus
arrété en 7, X™ = (X7 )o<i<r €st défini pour e {0,--- ,T} et w e Q par

X,T(W) = Xt/\-r(w) (W)

@ Pourtoutte {0,--- , T}, onaX] =Xo+ >, _, 1< AX,. Le processus
X" est F-adapté. Si X est F-prévisible alors X™ I'est aussi.

@ SiX estune F-martingale, sur-martingale ou sous-martingale alors X™
est de méme nature.
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Vartingales

Temps d'arrét
Martingales, temps d’arrét, enveloppe de Snell Enveloppe de Snell

Temps d’arrét optimaux

Démonstration.

@ Sur 'ensemble {r < 7}, 0n a

i t
Xo + 2 1{.&ST}AXS = Xo + Z AX; =X, = Xipr = Xt‘r

s=1 s=1

Sur 'ensemble {r <} = {r <r—1},0na

2 T
Xo+ Y 1< AX, = Xo + ). AX, = X, = X;0r = X/
s=1 s=1
On a donc bien I'égalité X7 = Xo + Y| 1,3 AX,.
@ Pour montrer que X™ est une F-martingale, on remarque I'égalité
suivante {r > 7 + 1} = {7 <1} € F, ce qui donne
EX7y — X7 F] = E[(X 0 — X7 ) Ve + (X — X))V | A
= E[(X71 — X7 )1rzi1|F]
= 17‘>t+1E Xt+1 — X -7:1 =0
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Martingales

Martingales, temps d'arrét, enveloppe de Snell Enveloppe de Snell

Temps d'arrét optimaux

Enveloppe de Snell

On suppose igi que 'ensemble 2 est fini et un espace de probabilité
filtré (Q, P(Q), F,P) tel que P(w) > 0, Fy = {J, }. Dans cette partie,
H = (H,)o<:<T €St un processus F-adapté et intégrable au sens ou
pour tout t € {0,--- , T}, H, € L'(P).

Definition

On définit I'enveloppe de Snell U du processus H par
UT = HT7
Ui = max (Ht,E[Ut+1|-7:t]) o

Cette relation est appelée principe de la programmation dynamique
rétrograde.

Lenveloppe de Snell se caractérise facilement en terme de
sur-martingale.
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Martingales, temps d'arrét, enveloppe de Snell Enveloppe de Snell

Temps d’arrét optimaux

Caractérisation de I'enveloppe de Snell

Theorem (Caractérisation de I'enveloppe de Snell)

Lenveloppe de Snell U est la plus petite F-sur-martingale majorant H
au sens ou pour toute sur-martingale V vérifiant V, > H, pour tout
te€{0,--- , T} verifie également V, > U, pour toutt € {0,--- ,T}.

Démonstration.

Par construction, on a U, > H, pour tout t € {0,--- , T} et

U, = E[U,+:|F] pour tout r € {0,--- , T — 1} donc U est bien une
F-sur-martingale majorant H. Soit V une autre sur-martingale
majorant H. En T, on a V; > Hr = Uy. Supposons maintenant que
Vig1 = Upy alors

Vi 2 E[Vis1|F] = E[Ur1|F]

et d’autre part, V; > H, donc V, > max(H,, E[U;;|F]) =: U,. O
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Martingales, temps d'arrét, enveloppe de Snell
Temps d’arrét optimaux

Theorem (Temps d’arrét optimal)

@ Soitt€{0,---,T}. La variable aléatoire a valeurs dans {t,--- , T}
définie par :
v, =min{s >1t: Us; = Hg}
est un F-temps d’arrét verifiant U,, = H,, et le processus arrété
U" = (Usny,)i<s<r €St une F-martingale.

@ Pourtoutte {0, - ,T},

Ui = E[H,|Fi] = sup E[H,|F]

VES,,T

ou S, r désigne 'ensemble des F-temps d’arrét a valeurs dans
{t,---,T}. En particulier, on a

Uy = sup E[H,|Fy] = sup E[H,]

VES()YT UGS(]YT
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Temps d'arrét
Martingales, temps d'arrét, enveloppe de Snell Enveloppe de Snell

Temps d'arrét optimaux

Rappel sur le théoreme d’arrét de Doob

Theorem (Théoréme d’arrét de Doob)

Soit X = (X;)o<:<r UN processus F-adapte, soitt € {0,--- ,T} etT un
F-temps d’arrét borne.

@ SiX estune F-martingale alors

E[XT‘E] = Xinr p-S.

@ SiX est une F-sur-martingale (sous-martingale) alors

EX-|F] < Xinr (E[X,|F] = Xinr)
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Martingales, temps d'arrét, enveloppe de Snell Enveloppe de Snell
Temps d’arrét optimaux

Démonstration.

@ |l s’agit du temps d’entrée du processus F-adapté X := U — H dans le
Borélien {0}. Comme Ur = Hr, Xr = 0 et donc {v;, = o0} = &. Donc v,
est un temps d'arrét a valeurs dans {z, - - - , T'}. De plus, pour
seft,---,T—1}

UyufH - Usyl = U(S+1>Al/, - UJ‘AV, = (Us+1 - Us)1s<1/,
Sur 'ensemble {v, > s}, U; > H, et donc U; = E[U,1|F;]. Aussi,
{s <} = {v <s}° e F,. Par conséquent, on a
E[UZ, — US| F] = E[10,25(Us1 — Us)|F5] = 10,=E[(Ust1 — Uy)| Fs] = 0.

@ Lenveloppe de Snell U est une P-sur-martingale donc pour tout temps

d’arrét v € S;,r (donc borné) en utilisant vz, U, > H;,
U: = E[U,|F] = E[H,|F]

donc U; > sup, s, , E[H.|F:] et d’aprés le théoreme d’arrét de Doob,
E[HVt|]:f] = E[Ulfz|]:t] = ]E[UT/\ut|]:t] = Ur/\z/, = Ut
ce qui donne U; = E[H,,|F;] = sup,s, , E[H.|F].
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Temps d’arrét optimaux

Definition
Un F-temps d’arrét v € S, r est appelé temps d’arrét optimal pour le
probléeme d’arrét optimal associé a (H;);<s<7 Si

E[H,|F] = sup E[H,|F]

TES/YT

@ v, :=min{s >t: U, = H,} est un temps d'arrét optimal pour
(HS)téséT-

@ Untemps d'arrétv € S, 1 est optimal pour (Hy),<s<r Si et
seulement siE[H, | = E[U,].

.
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Martingales, temps d'arrét, enveloppe de Snell

Démonstration.

@ C’estimmédiat au vu de la proposition précédente.

@ On sait que v est optimal si et seulement si
E[H,|F] = sup, s, , E[H,|Fi] = E[H,,|F:] = U, et donc
E[H,] = E[U,]. Réciprogquement,
E[(U, — E[H,|F]] = E[U, — H,] = 0 or d’apres le théoréme
d’arrét de Doob

U = E[U,|F] = E[H,|F],

ainsi U, = E[H, | F;] et v est optimal.
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Temps d'arrét optimaux

Un F-temps d'arrét v est optimal pour (H;),<;<r Si et seulement si :
0 Uu = Hl/
@ Lenveloppe de Snell arrétée (U ),<,<r est une P-martingale.

Démonstration.

@ On considére un temps d'arrét optimal v pour (H;)o<s;<7. Comme
U, > H, par construction, il suffit de montrer que E[H, | = E[U.]. Or,
d’apres le théoréeme d’arrét de Doob, on a

E[H,] = E[U/] > E[E[U,|F]] = E[U.].

@ Onapourtoutve S r, E[Urr,] = E[U.] = E[H,] = E[U] = E[U,..].
Or (U} )i<s<r €st une surmartingale (d’aprés le théoréme d’arrét de
Doob) donc E[U7] < E[UY] < E[U] pour tout s € {¢,--- ,T}. On en
déduit donc E[U;] = E[U;] et comme E[U{,,|F;] < Uy on a
E[U{, | Fs] = UY.
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Temps d'arrét optimaux

Démonstration.
On prouve maintenant la réciproque. On a

E[H,] = E[U,] = E[Ur] = E[E[U7|F]] = E[U/] = E[U]

donc d’apreés les résultats précédents on conclut que v est optimal
pour (H)r<s<r- O]
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