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Rappels

Definition (Tribu)

Une tribu (ou σ-algèbre) sur un ensemble Ω est un sous-ensemble de
PpΩq (parties de Ω), i.e. F Ă PpΩq, vérifiant les trois conditions :

1 H P F
2 A P F ñ Ac P F
3 Si pAnqně1 suite d’éléments de F alors Yně1An P F

˝ On dira alors que pΩ,Fq est un espace probabilisable. Les
éléments de F sont des événements.
˝ Exemple :

F “ tH,Ωu est la tribu grossière.
F “ PpΩq est la tribu triviale.
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Definition (Mesure de probabilité)

Pour pΩ,Fq un espace probabilisable, P : F Ñ r0, 1s est une
probabilité si elle vérifie :

1 PpHq “ 0,
2 Si pAnqně1 suite d’éléments disjoints de F alors

PpYnPě1Anq “
ÿ

ně1

PpAnq.

Quelques propriétés : Soit pΩ,F ,Pq un espace probabilisé alors
˝ PpΩq “ 1
˝ Pour toute suite finie pAnq1ďnďN d’éléments disjoints

PpY1ďnďNAnq “

N
ÿ

n“1

PpAnq.

˝ @A P F , PpAcq “ 1 ´ PpAq.
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˝ A,B P F , A Ă B, PpAq ď PpBq.
˝ PpA Y Bq “ PpAq ` PpBq ´ PpA X Bq

˝ Pour toute suite d’éléments disjoints pAnqně1 d’éléments de F .

PpBq “
ÿ

ně1

PpB X Anq

˝ Pour toute suite dénombrable pAnqně1,

PpYně1Anq ď
ÿ

ně1

PpAnq.

˝ Pour toute suite croissante pAnqně1

PpYně1Anq “ lim
nÒ8

PpAnq.

˝ Pour toute suite décroissante pAnqně1

PpXně1Anq “ lim
nÒ8

PpAnq.
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Definition (Variable aléatoire)
1 Soit pΩ,F ,Pq un espace de probabilité. X : Ω Ñ R est une

variable aléatoire rélle si @B P BpRq, X´1pBq “ tw : Xpwq P Bu P F .
2 PX est la loi image de P par X :

@B P BpRq, PXpBq “ PpX P Bq “ PpX´1pBqq.

3 Une propriété est vraie presque sûrement lorsque l’ensemble
des w pour lesquelles elle est fausse est de mesure nulle.

4 X P LppPq, p ě 1, si Er|X|ps :“
ş

Ω
|Xpwq|pdPpwq ă 8.

˝ Attention : si Er|X|ps “ 0 alors X “ 0 p.s.
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Definition

Les variables aléatoires pXiqiPI , I ‰ H, de pΩ,F ,Pq dans pEi, Eiq sont
dites indépendantes si

PpXjPJ tXj P Ajuq “
ś

jPJ PpXj P Ajq, @J Ă I, J ‰ H, Aj P Ej.
@J Ă I, J ‰ H, PpXjqjPJ “ bjPJPXj
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Definition (Espérance conditionnelle)

Soit Y P L1pPq. On appelle espérance conditionnelle de Y sachant G,
toute variable aléatoire réelle intégrable Z vérifiant :

Z est G-mesurable
@G P G, Er1GYs “ Er1GZs

On la note Z “ ErY|Gs.

Une telle variable existe et est unique à une égalité p.s. Elle est en
particulier unique sur tout espace de probabilité fini tel que Ppwq ą 0.
˝ Quelques propriété importantes : Pour X,Y P L1pPq

˝ ErErY|Gss “ ErYs.
˝ Si Y est G-mesurable, ErY|Gs “ Y p.s.
˝ Si Y est indépendant de G, ErY|Gs “ ErYs p.s.
˝ Soit a P R, EraX ` Y|Gs “ aErX|Gs ` ErY|Gs.
˝ Si Y ě 0 p.s., ErY|Gs ě 0 p.s.
˝ Si X est G-mesurable et Er|X|Er|Y||Gss ă 8 alors

ErXYs “ ErErXY|Gss “ ErXErY|Gss.
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˝ Soit H une sous-tribu de G alors on a

ErErX|Gs|Hs “ ErX|Hs.

˝ Si X est G-mesurable et Er|X||Y|s ă 8 alors

ErXY|Gs “ XErY|Gs p.s.

˝ Soit X : pΩ,F ,Pq Ñ pE, Eq une variable indépendante de G et
supposons que Y soit G-mesurable. Soit Φ : R ˆ pE, Eq une
fonction BpRq b E-mesurable, telle que ΦpY,Xq P L1pP, alors

ErΦpY,Xq|Gs “ φpYq, p.s. où φpyq :“ ErΦpy,Xqs.

˝ Ex : S2 “ S1p1 ` U2q, U2 indép. de F1,
ErhpS2q|F1s “ ErhpS1p1 ` U2qq|F1s “ ppS1q, ppsq “ Erhpsp1 ` U2qs.

˝ Inégalité de Jensen conditionnelle : Soit Φ : R Ñ R une fonction
convexe vérifiant Er|ΦpYq|s ă 8 alors

ΦpErY|Gsq ď ErΦpYq|Gs.

˝ Ex : x ÞÑ px ´ Kq` convexe
ñ prS1 ´ Kq` “ pEQrrS2|F1s ´ Kq` ď Erp rS2 ´ Kq`|F1s.
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Definition

Soit pΩ,A,Pq un espace probabilisé. On appelle filtration et l’on note
F “ pFtq0ďtďT toute suite croissante de sous-tribus de A indexé par
t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu, c’est-à-dire

Ft est une sous-tribu de A
Ft Ă Ft`1 pour tout t P t0, ¨ ¨ ¨ ,T ´ 1u

Definition

Un processus pXtq0ďtďT à valeurs dans Rd est dit adapté si Xt est
Ft-mesurable pour tout t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu. Il est dit prévisible si Xt est
Ft´1-mesurable pour tout t P t1, ¨ ¨ ¨ ,Tu.

Typiquement, le processus de prix d’un actif risqué ou la valeur d’un
portefeuille sera un processus adapté alors que la stratégie de
portefeuille sera prévisible.
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Definition

Un processus pXtq0ďtďT à valeurs rélles est une pF ,Pq-martingale
(sous-martingale ou sur-martingale) si les trois conditions suivantes
sont réunies :

1 Xt est Ft-mesurable pour tout t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu

2 Er|Xt|s ă 8, pour tout t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu

3 ErXt`1|Fts “ Xt (martingale), ErXt`1|Fts ě Xt (sous-martingale),
ErXt`1|Fts ď Xt (surmartingale) pour tout t P t0, ¨ ¨ ¨ ,T ´ 1u.

On déduit facilement de la condition 3 que pour s, t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu avec
s ď t on a ErXt|Fss “ Xs (martingale), ErXt|Fss ě Xs (sous-martingale),
ErXt|Fss ď Xs (surmartingale).
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Definition (transformée de processus/intégrale stochastique discrète)

Soient pXtq0ďtďT un processus vectoriel, F-adapté à valeurs dans Rd et
pϕtq0ďtďT un processus vectoriel, F-prévisible à valeurs dans Rd. On définit la
transformée pΦ : Xq0ďtďT de X par Φ par

pΦ : Xqt “ Φ0.X0 `

t
ÿ

s“1

Φs.∆Xs, t P t0, ¨ ¨ ¨ , Tu

avec la notation ∆Xs “ Xs ´ Xs´1, s P t1, ¨ ¨ ¨ , Tu.

Remarque : Il est immédiat que le processus pΦ : Xq est F-adapaté.

Theorem

Soient a P R, X “ pXtq0ďtďT un processus F-adapté à valeurs dans Rd et
Φ “ pΦtq0ďtďT un processus, borné, F-prévisible, vectoriel à valeurs dans Rd.
On considère le processus a ` pΦ : Xq “ pa ` pΦ : Xqtq0ďtďT pour a P R.

˝ Si X est une pF ,Pq-martingale alors a ` pΦ : Xq l’est aussi.

˝ Si X est une sur-martingale (sous-martingale) réelle et Φ est à valeurs
positives alors a ` pΦ : Xq est une sur-martingale (sous-martingale).
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Notions élémentaires
Martingales, temps d’arrêt, enveloppe de Snell

Martingales
Temps d’arrêt
Enveloppe de Snell
Temps d’arrêt optimaux

Démonstration.

On montre le premier point seulement. Le deuxième est laissé en
exercice. Supposons donc que X est une pF ,Pq-martingale et Φ
prévisible, borné.

˝ Alors, on a Φs.∆Xs est Fs Ă Ft-mesurable pour tout s P t1, ¨ ¨ ¨ , tu.
Donc a ` pΦ : Xqt est Ft-mesurable.

˝ Ensuite, |a ` pΦ : Xqt| ď |a| ` |pΦ : Xqt| ď |a| `
řt

s“1 |Φs||∆Xs| ď

|a| `
řt

s“1 |Φs|p|Xs| ` |Xs´1|q ď a ` |Φ|8
řt

s“1 |Xs| ` |Xs´1| P L1pPq où
on utilise |Φ|8 “ sup1ďsďT |Φs| ă C ă 8 avec C déterministe et X
martingale donc Xs P L1pPq pour tout s P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu.

˝ Finalement, en remarquant que a ` pΦ : Xqt est Ft-mesurable,
a ` pΦ : Xqt`1 “ a ` pΦ : Xqt ` Φt`1.∆Xt`1 et
ErΦt`1.∆Xt`1|Fts “ Φt`1.Er∆Xt`1|Fts “ 0 on obtient

Era ` pΦ : Xqt`1|Fts “ a ` pΦ : Xqt ` ErΦt`1.∆Xt`1|Fts “ a ` pΦ : Xqt.
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Temps d’arrêt et enveloppe de Snell

Soit pΩ,A,F ,Pq un espace de probabilité filtré, c’est-à-dire muni
d’une filtration F “ pFtq0ďtďT sur Ω.

Definition (Temps d’arrêt)

Une variable aléatoire τ : Ω Ñ t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu Y t`8u est un F-temps
d’arrêt si et seulement si :

@t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu , tτ ď tu “ tw : τpwq ď tu P Ft.

On vérifie aisément que cette définition est équivalente à supposer
que @t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu, tτ “ tu P Ft. En effet, on a

tτ ď tu “ Y0ďsďt tτ “ su ,

et
tτ “ tu “ tτ ď tu z tτ ď t ´ 1u “ tτ ď tu X tτ ď t ´ 1u

c
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˝ L’exemple typique de temps d’arrêt est donné par les temps d’entrée
de processus d-dimensionnel F-adapté dans des boréliens de Rd.

Theorem

Soient pXtq0ďtďT un processus F-adapté, t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu fixé et A un
borélien de Rd. Alors

τA,t “ min ts ě t : Xs P Au

est un F-temps d’arrêt à valeurs dans tt, ¨ ¨ ¨ ,Tu Y t`8u. En outre,

τ 1
A,t “ τA,t ^ T :“ minpτA,t,Tq

est aussi un F-temps d’arrêt à valeurs dans tt, ¨ ¨ ¨ ,Tu.
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Démonstration.
On vérifie que pour tout s P tt, ¨ ¨ ¨ , Tu,

tτA,t “ su “ Xtďrďs´1 tXr R Au X tXs P Au P Fs.

Aussi, si s P t0, ¨ ¨ ¨ , t ´ 1u, on tτA,t “ su “ H P Fs. Maintenant,
␣

τ 1
A,t ď s

(

“ tτA,t ď su si s ă T et
␣

τ 1
A,t ď T

(

“ Ω.

Definition (Processus arrêté)
Soit pXtq0ďtďT un processus F-adapté et τ un F-temps d’arrêt. Le processus
arrêté en τ , Xτ

“ pXτ
t q0ďtďT est défini pour t P t0, ¨ ¨ ¨ , Tu et w P Ω par

Xτ
t pwq “ Xt^τpwqpwq.

Theorem

1 Pour tout t P t0, ¨ ¨ ¨ , Tu, on a Xτ
t “ X0 `

řt
s“1 1tsďτu∆Xs. Le processus

Xτ est F-adapté. Si X est F-prévisible alors Xτ l’est aussi.
2 Si X est une F-martingale, sur-martingale ou sous-martingale alors Xτ

est de même nature.
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Notions élémentaires
Martingales, temps d’arrêt, enveloppe de Snell

Martingales
Temps d’arrêt
Enveloppe de Snell
Temps d’arrêt optimaux

Démonstration.
1 Sur l’ensemble tt ď τu, on a

X0 `

t
ÿ

s“1

1tsďτu∆Xs “ X0 `

t
ÿ

s“1

∆Xs “ Xt “ Xt^τ “ Xτ
t

Sur l’ensemble tτ ă tu “ tτ ď t ´ 1u, on a

X0 `

t
ÿ

s“1

1tsďτu∆Xs “ X0 `

τ
ÿ

s“1

∆Xs “ Xτ “ Xt^τ “ Xτ
t .

On a donc bien l’égalité Xτ
t “ X0 `

řt
s“1 1tsďτu∆Xs.

2 Pour montrer que Xτ est une F-martingale, on remarque l’égalité
suivante tτ ě t ` 1u “ tτ ď tuc

P Ft ce qui donne
ErXτ

t`1 ´ Xτ
t |Fts “ ErpXτ

t`1 ´ Xτ
t q1τět`1 ` pXτ

t`1 ´ Xτ
t q1τăt`1|Fts

“ ErpXτ
t`1 ´ Xτ

t q1τět`1|Fts

“ 1τět`1ErXt`1 ´ Xt|Fts “ 0
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Enveloppe de Snell

On suppose içi que l’ensemble Ω est fini et un espace de probabilité
filtré pΩ,PpΩq,F ,Pq tel que Ppwq ą 0, F0 “ tH,Ωu. Dans cette partie,
H “ pHtq0ďtďT est un processus F-adapté et intégrable au sens où
pour tout t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu, Ht P L1pPq.

Definition

On définit l’enveloppe de Snell U du processus H par
"

UT “ HT ,
Ut “ max pHt,ErUt`1|Ftsq .

Cette relation est appelée principe de la programmation dynamique
rétrograde.
L’enveloppe de Snell se caractérise facilement en terme de
sur-martingale.
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Caractérisation de l’enveloppe de Snell

Theorem (Caractérisation de l’enveloppe de Snell)

L’enveloppe de Snell U est la plus petite F-sur-martingale majorant H
au sens où pour toute sur-martingale V vérifiant Vt ě Ht pour tout
t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu vérifie également Vt ě Ut pour tout t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu.

Démonstration.

Par construction, on a Ut ě Ht pour tout t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu et
Ut ě ErUt`1|Fts pour tout t P t0, ¨ ¨ ¨ ,T ´ 1u donc U est bien une
F-sur-martingale majorant H. Soit V une autre sur-martingale
majorant H. En T, on a VT ě HT “ UT . Supposons maintenant que
Vt`1 ě Ut`1 alors

Vt ě ErVt`1|Fts ě ErUt`1|Fts

et d’autre part, Vt ě Ht donc Vt ě maxpHt,ErUt`1|Ftsq “: Ut.

Noufel Frikha Chapitre 3: Quelques outils issus de la théorie des probabilités
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Theorem (Temps d’arrêt optimal)
1 Soit t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu. La variable aléatoire à valeurs dans tt, ¨ ¨ ¨ ,Tu

définie par :
νt “ min ts ě t : Us “ Hsu

est un F-temps d’arrêt vérifiant Uνt “ Hνt et le processus arrêté
Uνt “ pUs^νt qtďsďT est une F-martingale.

2 Pour tout t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu,

Ut “ ErHνt |Fts “ sup
νPSt,T

ErHν |Fts

où St,T désigne l’ensemble des F-temps d’arrêt à valeurs dans
tt, ¨ ¨ ¨ ,Tu. En particulier, on a

U0 “ sup
νPS0,T

ErHν |F0s “ sup
νPS0,T

ErHνs
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Rappel sur le théorème d’arrêt de Doob

Theorem (Théorème d’arrêt de Doob)

Soit X “ pXtq0ďtďT un processus F-adapté, soit t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu et τ un
F-temps d’arrêt borné.

1 Si X est une F-martingale alors

ErXτ |Fts “ Xt^τ p.s.

2 Si X est une F-sur-martingale (sous-martingale) alors

ErXτ |Fts ď Xt^τ pErXτ |Fts ě Xt^τ q
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Démonstration.

1 Il s’agit du temps d’entrée du processus F-adapté X :“ U ´ H dans le
Borélien t0u. Comme UT “ HT , XT “ 0 et donc tνt “ 8u “ H. Donc νt

est un temps d’arrêt à valeurs dans tt, ¨ ¨ ¨ , Tu. De plus, pour
s P tt, ¨ ¨ ¨ , T ´ 1u

Uνt
s`1 ´ Uνt

s “ Ups`1q^νt ´ Us^νt “ pUs`1 ´ Usq1săνt

Sur l’ensemble tνt ą su, Us ą Hs et donc Us “ ErUs`1|Fss. Aussi,
ts ă νtu “ tνt ď su

c
P Fs. Par conséquent, on a

ErUνt
s`1 ´ Uνt

s |Fss “ Er1νtěspUs`1 ´ Usq|Fss “ 1νtěsErpUs`1 ´ Usq|Fss “ 0.

2 L’enveloppe de Snell U est une P-sur-martingale donc pour tout temps
d’arrêt ν P St,T (donc borné) en utilisant @t, Ut ě Ht,

Ut ě ErUν |Fts ě ErHν |Fts

donc Ut ě supνPSt,T
ErHν |Fts et d’après le théorème d’arrêt de Doob,

ErHνt |Fts “ ErUνt |Fts “ ErUT^νt |Fts “ Ut^νt “ Ut

ce qui donne Ut “ ErHνt |Fts “ supνPSt,T
ErHν |Fts.
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Temps d’arrêt optimaux

Definition

Un F-temps d’arrêt ν P St,T est appelé temps d’arrêt optimal pour le
problème d’arrêt optimal associé à pHsqtďsďT si

ErHν |Fts “ sup
τPSt,T

ErHτ |Fts

Lemma
1 νt :“ min ts ě t : Us “ Hsu est un temps d’arrêt optimal pour

pHsqtďsďT .
2 Un temps d’arrêt ν P St,T est optimal pour pHsqtďsďT si et

seulement si ErHνs “ ErUts.
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Démonstration.
1 C’est immédiat au vu de la proposition précédente.
2 On sait que ν est optimal si et seulement si

ErHν |Fts “ supνPSt,T
ErHν |Fts “ ErHνt |Fts “ Ut et donc

ErHνs “ ErUts. Réciproquement,
ErpUt ´ ErHν |Ftss “ ErUt ´ Hνs “ 0 or d’après le théorème
d’arrêt de Doob

Ut ě ErUν |Fts ě ErHν |Fts,

ainsi Ut “ ErHν |Fts et ν est optimal.
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Notions élémentaires
Martingales, temps d’arrêt, enveloppe de Snell

Martingales
Temps d’arrêt
Enveloppe de Snell
Temps d’arrêt optimaux

Theorem

Un F-temps d’arrêt ν est optimal pour pHsqtďsďT si et seulement si :
1 Uν “ Hν

2 L’enveloppe de Snell arrêtée pUν
s qtďsďT est une P-martingale.

Démonstration.

1 On considère un temps d’arrêt optimal ν pour pHsq0ďsďT . Comme
Uν ě Hν par construction, il suffit de montrer que ErHνs ě ErUνs. Or,
d’après le théorème d’arrêt de Doob, on a

ErHνs “ ErUts ě ErErUν |Ftss “ ErUνs.

2 On a pour tout ν P St,T , ErUT^νs “ ErUνs “ ErHνs “ ErUts “ ErUt^νs.
Or pUν

s qtďsďT est une surmartingale (d’après le théorème d’arrêt de
Doob) donc ErUν

T s ď ErUν
s s ď ErUts pour tout s P tt, ¨ ¨ ¨ , Tu. On en

déduit donc ErUν
s s “ ErUts et comme ErUν

s`1|Fss ď Uν
s on a

ErUν
s`1|Fss “ Uν

s .
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Notions élémentaires
Martingales, temps d’arrêt, enveloppe de Snell

Martingales
Temps d’arrêt
Enveloppe de Snell
Temps d’arrêt optimaux

Démonstration.

On prouve maintenant la réciproque. On a

ErHνs “ ErUνs “ ErUν
T s “ ErErUν

T |Ftss “ ErUν
t s “ ErUts

donc d’après les résultats précédents on conclut que ν est optimal
pour pHsqtďsďT .
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