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Appareils électroniques interdits

EXERCICE 1 (5 points®)
On va noter A la tribu engendrée par la partition {[n,n+ 1] | n € Z}.

On dira dans cet exercice qu’une fonction f : R — R est A-mesurable si f € L((R, A), (R, B(R)))
et qu’elle est B(R)-mesurable si f € L2((R,B(R)), (R, B(R))).

1. Montrer que si f : R — R est A-mesurable, alors f est B(R)-mesurable.
2. Justifier que |1/2,1[ ¢ A.

3. Montrer qu’il eziste une fonction B(R)-mesurable qui n’est pas A-mesurable. On pourra
chercher cette fonction sous la forme d’une fonction indicatrice.

4. On considére la fonction fy de R dans R définie par fo(x) = Ent(x/2) (ou Ent désigne la
partie entiere) de R dans R.

a) Soit a € R, déterminer fy (] — oo, al).
b) Montrer que fy est A-mesurable.

EXERCICE 2 (3 points)

1. Justifier lexistence de la suite (u,)nen définie par

443 — 12
y = / : dA(D).
o, 1265+ 3nt + 2

2. Montrer que la suite (u,)nen converge et déterminer sa limite.

EXERCICE 3 (4 points)
Discuter de l’existence puis calculer a l'aide du théoréme de Fubini [intégrale double suivante

1
5 Ao (2, y),
/[0,1]><[1,2] (27 + 3y)?

ou Ay désigne la mesure de Lebesque 2-dimensionnelle.

1. Baréme indicatif
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EXERCICE 4 (4 points)

On considére (Q, A, P) un espace de probabilité et X wune variable aléatoire dont la loi Px
possede une densité par rapport a la mesure de lebesgue qui vaut

0 sit<0
) 4 sitel0,1/2]
fx(t) = 4—4t sitell/2,1]
0 sit>1

1. Montrer que fx posséde toutes les propriétés d’une densité de probabilité.
2. Déterminer la fonction de répartition Fx.

3. Montrer que P(X € 10,1[) = 1.

4. Montrer a l'aide du théoréme de convergence dominée que E(X™) — 0 quand n — +o0.

EXERCICE 5 (4 points)
Soit F' la fonction définie sur RY par

F(z) = / St g (e)

1. Montrer que F' est bien définie sur R? .
2. Soit § > 0. Montrer que F est dérivable sur |6, +o0].
3. Montrer que F' est dériwable sur RY et déterminer ['expression de la dérwée.

4. Montrer que F est de classe C* sur R .

FIN
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