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Exercice 1
Soit f : R → R une fonction C 1. On suppose que, pour tout x ∈ R, |f ′(x)| ⩽ 1

5 .

1. Montrer que, pour tout v = (a, b, c) ∈ R3, la fonction

Fv(x, y, z) = (a + f(z), b + f(x), c + f(y))

admet un unique point fixe dans R3.

2. Montrer que l’application

φ : R3 → R3

(x, y, z) 7→ (x − f(z), y − f(x), z − f(y))

est un C 1-difféomorphisme de R3 dans R3.

Exercice 2

1. Montrer qu’il existe deux fonctions C 1 u, v : I ⊂ R → R définies sur un intervalle I
contenant 1, telles que u(0) = 0, v(0) = 1, et, pour tout x ∈ I

(⋆)
{

x − u(x)v(x) = 0
u(x)2 + v(x)2 = 1

2. Donner l’équation de la tangente aux courbes représentatives des fonctions u et v au point
x = 0.

Exercice 3 On considère le sous-ensemble de R3 défini par

E = {(x, y, z) ∈ R3, (x − 2)2 + (y − 1)2 + z2 = 5}

1. Justifier que la fonction f : (x, y, z) ∈ R3 7→ x2 + y2 + z2 admet des extrema sur E .

2. Déterminer le(s) point(s) de E le(s) plus loin de l’origine.


