Chapitre IV-1 - ESPACES LP(u)

Ou l'intégration rejoint la topologie, et ¢a p-presque marche

Introduction

La modélisation mathématique, c’est ’art de ramener une question qui se pose dans le monde réel & une
équation ou un probléme d’optimisation. On a vu la puissance du calcul différentiel pour répondre a ce
genre de questions.

Parlons maintenant d’un autre type de problémes de modélisation : ceux dont les solutions recherchées
sont des fonctions.

~ Par exemple, la température u(x,t) a la position = et a Uinstant ¢ se diffuse suivant I’équation de la
chaleur :
ou 0%u

ot 022
et il s’agit de trouver u.
Une méthode efficace, pour répondre & ce genre de questions, fait appel a la fopologie des espaces
vectoriels normés de fonctions. Ces espaces vectoriels sont de dimension infinie, donc toutes les normes

n’y sont pas équivalentes : il s’agit donc aussi de choisir "la bonne norme" pour étudier un probléme
donné.

» Pour quel choix de norme N sur les espaces vectoriels C2(R?,R) et C°(R?,R) I'application linéaire

ou 0%
D:ueC*R%R) » = - k—s ¢ CO(R%, R
est-elle continue ?
2
U
» Quelles sont les valeurs propres de 'application linéaire u 922 ? Peut-on décomposer toute
x

fonction comme somme de vecteurs propres ?

» L'e.van. (C*(R%, R), N) est-il complet ?

~ Peut-on utiliser le théoréme du point fixe?

» Peut-on montrer que ’ensemble des solutions admissibles est compact 7 Peut-on trouver une suite
d’approximations qui converge vers la "vraie" solution ?

~ D’oul 'intérét aussi de disposer d'un vaste choix de normes !



1 Espaces £P(u)

On fixe un espace mesuré (X, 7,u). On va introduire une famille de normes sur des sous-espaces
vectoriels de .Z°(X,.7,R), paramétrées par pe [1,+oco] :

Définition 1
Soit pe [1,+00[, on définit

27 = {1 €2, 7R, [ |fPdp < oo

et, pour f € £P(u), on pose

- ( firan)

Eamarque 2
LY (1) est donc I'ensemble des fonctions p-intégrables LY((X, 7, p1);R).

Exemple : Pour (X, .7, ) = (N, P(N), 1) 'ensemble des entiers munis de la mesure de comptage,
on a

2200 = { (i) BT i < 0}

neN

On note cet ensemble £P.

1
Exemple : Pour chaque a € R, on définit fo:z e R —1p oo[(2)
x

~ Pour quels p > 1 a-t-on f, € ZP(\1), ou A1 est la mesure de Lebesgue sur R?

Proposition 3

Pour tout p > 1, LP(u) est un espace vectoriel.

Preuve : On montre que P (1) est un sous-espace vectoriel de .Z°((X,.7);R).

1. La fonction nulle vérifie bien f |0[Pdu = 0 < oo, donc elle appartient & LP(u).
X

2. Soient f € £P(11) et A € R. Alors fX |/\f|pdu=|)\|pfx |fIPdu < o0, donc Af € £P(j1).

3. Soient f,ge LP(u), montrons que f+ge LP(u).

Remarquons que, pour tout z € X, puisque t ~ tP est croissante sur R,
[f (z) +g(@)” < (If ()] +|g(x)])”

Et mieux que ¢a, t — tP est conveze sur R* donc, pour tous a,b >0,

| 1
(9 . 9) <sal s oW ie (a by <@+ 1)

2 2/ 2

donc, pour tout z € X

(1f @)+ |g(@))? <277 (If (@) +|g(2))

i P Qp—l([* p [* P )
[V wgldps 2 ([ ippdp s [ lgPdn) <o
donc f+geLP(u). O

d’otl finalement



~ On s’attend & ce que N, définisse une norme sur £P(p). Vérifions si c’est le cas :

(N1) On a, pour tout f e LP(u), Ny(f) = (/X |f|pdﬂ)% >0

(N2) Il faut montrer que Np(f) =0 ssi f=0zp(,)-

1
Si f(x) =0 pour tout x € X, Np(f) = ([ |fIPdu)? =0
[<]? ...on y reviendra dans un instant.

RSAC

1
(N3) Soit feLP(u), et AeR. Alors Np(Af) = (fX |)\f|pdu)P = (|)\|ij |f|pdu)
(N4) Inégalité triangulaire
Soient f,g e LP(u). Il s’agit de montrer que N,(f +g) < Np(f) + Np(9).

= |)‘|Np(f)'

~ Pour cela, il va nous falloir quelques résultats intermédiaires.

Un cas particulier qu’on connait déja : p=2.

Dans le cas o p=2, on a

No(f w92 = [CIfwgldus [C15P v 2Aigl+loPdu= [ CIfPdue2 [ Cifoldu [ loPdn

et on dispose de 'inégalité de Cauchy-Schwartz :

Jotsatancs ([ 1rPan)” ( [ loPan) - va(ryvato)

qui nous donne

No(f+g)?= [ 15 wgPan= [CUPdu2 [ irgidu [ loPdn
< No(f)? +2No(f)Na(g) + N2(9)* = (N2(f) + Na(9))”

doit | No(f +9) < Na(f) + Na(g) |

Pour passer a un p > 1 quelconque, on va démontrer une généralisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
linégalité de Holder.

Définition 4

On dit que p,q € [1,+o00[ sont des exposants conjugués si % + % =1.

Si p> 1, 'exposant conjugué de p est ¢ = Ll
p —

4
Par exemple, p =2, ¢ = 2 sont conjugués, ainsi que p=4,q = 3

Proposition 5 (Inégalité de Hélder)

Soient p,q deux exposants conjugués, f € LP(u), g € L9(u). Alors fge LY (1) et

Jotsstas ( [orva)” ([ laran)’

Autrement dit, N1(fg) < Np(f)Ng(9).




Preuve : On va utiliser I'inégalité suivante, appelée inégalité de Young :

1 1
Va,b>0, ab< —aP + =b?, avec égalité ssi a? = b?
q

Preuve de 'inégalité de Young : Si a=0ou b=0,il n’y a rien & montrer. Supposons donc a > 0 et

b> 0 et notons x = pln(a) (donc a = e%) et y = qln(b) (donc b = e%). Alors, puisque la fonction exp
est convexe, on a

(1 1 ) 1, 1 y
expl—-xr+-y|<—e +—e
p q p q

Or, exp (%w + %y) =exp(In(a) + In(b)) = exp(In(ab)) = ab, €* = aP, et e¥ = b4. O

Passons maintenant a 'inégalité de Holder.
Si f=0 p-p.p (ou g=0 u-p.p), alors fg =0 p-p.p et U'inégalité est vérifice.
Sinon, N,(f) >0 et Ny(g) >0 et on peut poser, pour tout x € X,

_ @)l _lg(@)]
Ny(f)’ Ny(9)

Alors F e LP(u), G € L9(p) et, par Young, on a pour tout x € X

F(2)G(x) < 2 F(2) + 2G(2)" e
p q

F(@)9(@)| € - (@) + -~y

S ! g(x)]"
No(F)Ny(9) S pN,()? g Ny(g)e"

On obtient que fg est intégrable (autrement dit fg e £1(1)) et en intégrant sur X, on trouve

- 11 L1 )
Np(f)Nq(g)/XU(x)g(x)'d”S;Np(f)p/XU(‘T)‘ du+5Nq(g)qu‘g(x)| dy

1 1 1 1
SN I N gy V)’

+
| =

et on obtient Hélder en multipliant cette derniére inégalité par N,(f)Ny(g). O

De la, on peut démontrer 'inégalité triangulaire pour N,, appelée dans ce cas inégalité de Minkowsk:.

Proposition 6 (Inégalité de Minkowski)
Pour tout pe [1,+00 [, Np(f +g) < Np(f)+ Np(g).

Preuve :

» Pour p = 1, c’est une conséquence de inégalité triangulaire classique |f + g| < |f] + |g|, et de la
croissance de 'intégrale.



» Pour p> 1, posons ¢ = Ll I’exposant conjugué. On a
p-

L+ gl” < (LF1+1gDP = LI+ LghP =+ 1al (L] + 1gl)P

Posons h = (|f] + |g])P~L. Alors h e £LI(1) : h est mesurable positive et

Citap = [+ gD V= [ (1 + bl du <
[ ntan= [ Q1+l Ddn = [ (1 + lglydp < oo
car |f],|g| € LP(w), donc |f| + |g| aussi puisque £P(u) est un espace vectoriel. De plus,
P _
Ny(h) = Np(If1+lgD) = = Np(If| +lgl)"™
On peut donc appliquer I'inégalité de Holder a |f| et h d’une part, a |g| et h d’autre part :

[ s < Ny (PN () = NNy (111 + lgl)?™

fX lglhdp < Ny(9)Ng(h) = Np(g)Np(If] + 1g1)?™

donc
Np([f+1g1)? = fX(lfl +lgl)Pdp < Np(If] +1gh?~ (Np(f) + Np(g)) done
Np(If]+1gl) < Np(f) + Np(9)
et on conclut en observant que N,(f +g) < Np(|f] +1gl)- O

Alors, N), est une norme ?
~ Il nous manque encore la propriété (N2) des normes : Np(f) =0 ssi f=0zn(,)-

Soit f € LP(u). Supposons que N,(f) = 0. Alors |f|” est une fonction mesurable positive sur (X, .7)
dont I'intégrale est nulle. Donc f =0 sur X...u-p.p..

Donc, ¢'il existe un ensemble N non vide et p-négligeable, alors son indicatrice f = 1 est dans £P(u),
Nyp(f) =0 mais f # 0zp(,)- Donc, dans ce cas, N ne définit pas une norme sur 'espace vectoriel £P(u).

Donc, si f,g € LP(u) sont égales p-p.p., Np(f —¢g) =0 : la "distance" entre f et g est nulle, ou encore,
N, ne voit pas la différence entre f et g.
On a seulement :

Pour tout p> 1, £LP(u) est un espace vectoriel et Ny, : LP(p) - R* vérifie
» Si f =0gp(y alors Np(f) =0
» Pour tous f e LP(pn) et AeR, Ny(Af) = |NNp(f)

» Pour toutes f,g € LP(u), Np(f+g) < Np(f)+ Np(g).

~ On dit que N, est une semi-norme sur L”(u).

~ Tout dépend de l'existence de fonctions non nulles, mais nulles u-presque partout.



Exemple : On considére (N,P(N), 1) Uensemble des entiers muni de la mesure de comptage.
1. Montrer que si A est u-négligeable alors A = @.

2. En déduire que, pour tout p > 1,

?= {(un)n eRY) S [u, P < oo}

neN

1
muni de |[(un)n|p = (Cnen [unlf? < 00)? est un espace vectoriel normé.

Mais dans un des cas qui nous intéresse le plus, (I, %(I)) muni de la mesure de Lebesgue A, le probléme
se pose :

Exercice : Soit I c R un intervalle, et p > 1.
Donner un exemple de fonction f € LP(\1) telle que f n’est pas la fonction nulle sur I, mais

Np(f) =0.



Chapitre IV-2 - ESPACES LP(u)

Ou on redresse L, afin qu’il soit moins nul

2 Espaces de "fonctions" LP(u)

Pour contourner le probléme, on va tricher. Au lieu de travailler avec des fonctions proprement dites,
on va introduire un espace vectoriel dont les éléments sont des ensembles de fonctions.

Définition 7
Soit p > 1. Pour chaque f € LP(u), on définit
[fl1={heLlP(n), f=h p-p.p.}

On note LP(1) = {[f], f € L7(n)}.

Rigoureusement parlant, [ f] est la classe d’équivalence de f par rapport a la relation d’équivalence
~ définie sur £P(u) par
f~g <= f=9gupp swrX

et LP(u) est alors ’'ensemble quotient L£P(u)/ ~ par cette relation.
Exercice : Sur ([0,1],%4([0,1]), A1), on considére la fonction f définie par

sizl

3siz=1

f:xe[(),l]»»{

1. Montrer que f est borélienne, puis que f € LP(u) pour tout p > 1.

2. Trouver un représentant continu de [ f].

3. Trouver une fonction g dans £P(u) telle que [¢g] n’admet pas de représentant continu.

On va définir une addition et une multiplication scalaire sur LP(u), qui en feront un espace vectoriel.
Mais du coup, il faut préciser ce qu’on entend par la somme de deux classes de fonctions, et comment
multiplier une classe de fonctions par 37.6.

Sia=[f]et5=[g] sont deux éléements de LP(u), alors f + g € LP(u), et il semble raisonnable de poser
a+f:=[f+g].
A Mais, et si fea, gep, alors a=[f]=[f],8=[g] = [4]

[f+9]7

a+f={ou
[f+g]7
~ Dans ce cas on a [f +g] = [f +g] (Montrez-le!), donc tout va bien!

Proposition 8
L’opération ([f],[g]) € LP(u) x LP(p) ~ [f + g] € LP(u) est bien définie.




De la méme facon, si A € R et o € LP(p), alors pour f e o, on a Af € LP(u) et il semble raisonnable de
poser

Aa = A[f]=[Af]
Mais a nouveau, si f € a est un autre représentant, on a apparemment (au moins) deux possibilités :

Aa=[AflouX-a=[\f]?
On peut donc noter Ao = [Af].

~ En fait, dans ce cas, [Af] = [M\f], donc ces deux possiblités sont la méme!
Proposition 9
L’opération (X, [f]) e Rx LP(u) — [Af] € LP(u) est bien définie.

Proposition 10

Muni des opérations

» ([f1,[g]) € LP(p) x LP () = [f + g] € LP(p)
» (A [f]D) eRx LP(u) = [Af] € LP(p)

l’ensemble LP (1) est un espace vectoriel. Son vecteur nul est

[0] ={z€LP(u),z=0 p-p.p. surX}

Mieux encore,

Proposition 11

L’opération )
[F1e D) = 71 = [, IPdn)” e ®*

est aussi bien définie (autrement dit la valeur de |[ f]|, ne dépend pas du représentant de [ f] choisi)
et est une norme sur LP(u).

ce qui résoud notre probléme initial.

Souvent, par abus de langage, on parlera de "fonction" f € LP(u), bien que les éléments de LP(u) ne
soient, techniquement, pas des fonctions.

Le prix qu’on paie, c’est qu’on ne peut pas calculer la valeur en un point zg € X d’une "fonction"
f € LP(u). Contrairement & la somme, a la multiplication scalaire et & la norme, 'opération d’évaluation :

eva + [f] € LP(p) = f (o)
n’est pas bien définie.

Exemple : Reprenons la fonction

siztl

3siz=1

f:xe[O,l]H{

On aurait donc, a priori, evi([f]) = f(1) = 3. Mais on a vu que la fonction frael0,1] » 22 est
aussi un représentant de [ f], donc on aurait aussi evi([f]) = f(1) = 1. Or, il semble que 1 # 3...




Cela dit, ce n’est pas leur valeur en des points spécifiques qui nous intéressent dans ces fonctions (en
probabilités et statistiques par exemple, la plupart des opérations intéressantes font intervenir des in-
tégrales, et donc peu importe le représentant choisi). Il faut simplement garder en téte, lorqu’on parle
de "fonction" LP, qu’on est aussi myope que la mesure p et qu’on ne voit pas la différence entre deux
fonctions égales presque partout.

Théoréme 12 (Riesz-Fischer)

Pour tout p € [1,+oo[, I'espace vectoriel normé (LP(pu),|.||,) est complet.

Remarque 13

Si on avait utilisé I'intégrale de Riemann, ’ensemble LP (1) n’aurait pas été complet : c¢’est un des
grands avantages de l'intégrale de Lebesgue (et ¢’est pour ¢a qu’on donne son nom & ces e.v.n.)

II va donc s’agir de montrer que si une suite (f,), de “fonctions” de LP(u) est de Cauchy, alors elle
converge vers une “fonction” f e LP(p).

Il est important de distinguer deux convergences : la convergence dans LP(u) et la convergence simple

(p-p-p.) :

» On dit qu’une suite (f,)n € (LP(1))Y converge vers f € LP(u) dans LP(p) (ou “en norme LP(u)”)
si

o= flp—=> 0, ie. [ Ifn—fPdu——0
— 00 X n—>oo

» (fn)n converge simplement vers f p-p.p. si u({ze X, fo(z)» f(z)})=0

Exercice :

1. Vérifier que A={ze X, fo(z)» f(z)} e T
Indice : v € A < ImeN*, VN eN,In> N, |fn(z) - f(2)|> +.

2. Montrer que la convergence simple p-p.p. ne dépend pas du choix des représentants de
[fn] et [f] (autrement dit, elle a un sens sur LP(u)).

~ Ces deux modes de convergence sont différents!

1
Contre-exemple 1 : La suite de fonctions (fn)n définie sur [0,1] par f, = n»1j, 1y converge

simplement vers la fonction nulle p-p.p. sur [0, 1] mais pas dans LP([0,1]).

Contre-exemple 2 : Considérons la suite de fonctions donnée par[f]
fo=Tpny, o=l fa=Tpnyy, fa=lguyfs=1p 1y, fe=1p1
et plus généralement, en définissant k = [logy(n)] et j =n — 2%

s J J+l
fn(l'):{lSlQ_kaSQ_k

0 sinon.

Alors (fn)n converge vers la fonction nulle dans LP(u) quel que soit p > 1, mais, quel que soit
€[0,1], fn(z) » 0.

a. voir ici : https://wuw.math3ma.com/blog/on-constructing-functions-part-6



https://www.math3ma.com/blog/on-constructing-functions-part-6

Preuve du théoréme de Riesz-Fisher
Soit (fn)n € LP(1) une suite de Cauchy : pour tout € > 0, il existe N € N tel que, pour tous ¢ >p > N,

I fq=folp<e

En utilisant ceci avec € = 2%, on construit par récurrence une fonction ¢ : N — N strictement croissante

telle que, pour tout n e N,
1
I fenery = fom)lp < on

On définit une nouvelle suite de fonctions sur X par
gnix e X > > |y (@) = fya (@) € R
k=0

ainsi que

gz e X m Y | fpme)(®) = fymy (@) € R
=0

Alors, pour tout n € N, g, € LP(u) et, plus précisément, par 'inégalité de Minkowski, on a, pour tout n,

n n 1
lgnllp < kz_% I foke1y = Foylp < kz_% o < 2

De plus, (gn)n est une suite croissante de fonctions mesurables positives, et, pour tout z € X, g,(x) —
g(x). Donc, par le théoréme de convergence monotone,

fgpduzgi_glo’[X ghdu < 2P < oo

~ gP est intégrable, en particulier g” est finie p-p.p. sur X, et donc g aussi.

Autrement dit, pour presque tout x € X, la série de t.g. (fy(n+1)(®) = fyn)(2))n converge absolument,
donc converge.
Or, pour un tel z, la suite des sommes partielles de cette série est donnée par

Sn = ];)(fw(kﬂ)(l’) = foe) () = fume1) (@) = fyo) (@)

donc, si on pose f(z) = fy0) (%) + Xilo(fure1) (T) = fya) (7)), on a
f(@) = i fym)(2)
Deéfinissons donc la fonction f sur X tout entier par
1) = {0 si la série de t.g. (fy(ne1)(T) - fw(n)(a:.))n ne converge pas
fqp(o)(iﬂ) + Z}Zo:o(fw(kﬂ)(l’) - fzp(k)(ﬂ?)) SINOL.
Alors fyn) = f presque partout sur X, et pour tout z,
[fy(ny (@)IF < |0y (@) + g(2) P

or | fy(0) +9IP est intégrable puisque fy oy, g € LP, donc par le théoréme de convergence dominée, |f[P est
in tégrable sur X, autrement dit f € LP(u).

Enfin,
{|f¢(n>(w) - f@)|~0p-pp.
| funy (@) = F(@)P < (| fypy(z) = f(2)|+g(x))P pour tout x € X

10



avec (|fy(0)(x) = f(x)|+g(x))? intégrable puisque fy (), f,g € LP(p1), donc, toujours par le théoreme de
convergence monotone,

[ oy = FPdu > 0 e |y = £l =0

~ La sous-suite (fy(n))n converge dans LP(u).
Puisque (fy,)n est de Cauchy, ceci suffit & montrer que (f,), converge dans LP(u). O

Dans la foulée, on obtient un résultat qui lie convergence p-p.p. et convergence L :

Théoréme 14

Soit (fn)n € LP()Y une suite qui converge vers f dans LP(p). Alors il existe une sous-suite (fo(n))n
et une fonction g € LP(u) telles que

» (fo(n))n converge simplement vers f p-p.p. sur X,

» VneN, |f¢(n)| <g.

Application :

Soient 7,5 > 1 et g € CO(R) une fonction continue telle que
3c20,Vy eR,[g(y)] < clyl

On s’en sert pour définir
:feLl"(u)rgofel®(n)

» Montrer que ® est bien définie et vérifie
VfeL (), [2(H)ls <clflp

» Question picge : Peut-on en déduire directement que ® est continue sur L"(u) ?

~ On va donc en déduire indirectement que ® est continue.

On va utiliser la caractérisation séquentielle de la continuité. Soit f e L" (1), et (fr)n € L" ()N
une suite qui tend vers f dans (L"(p), |.|r)-

» Montrer que la suite réelle (ay,), définie par a, = [®(f,) — ®(f)|s est bornée, et en déduire
qu’il existe £ € R™ et a: N — N strictement croissante telle que an(n) - £.

v

Montrer qu’il existe h € L" (i) et ¢ : N - N encore plus strictement croissante telles que :

= fomy = f u—p-p.
— |fo(m)| < h pour tout n e N

— L =limye0 [R(fon))e(Fom)) -
Montrer que ®(fy(,)) = ®(f) p-p-p. et que

|2 (fpeny () = @(f)(2)]* < c2°|A]"

v

v

En déduire que (®(f4(n)))n converge vers ®(f) dans L*(y), et de 14, en déduire la valeur de
L.

v

Montrer que a, — 0 et conclure.
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