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Semaine du 22 avril : Développements limités

CORRECTION

11 existe plusieurs formules pour calculer un développement limité (DL). Dans ce cours, nous avons choisi
de vous présenter la formule de Taylor-Young dont les conditions d’application sont les suivantes : Si f(x)
est n fois dérivable sur I et sa dérivée n’®™¢ est continue sur I, alors Vo € R tel que z¢ € I, alors on
peut écrire :

r — X
1

(x — x0)™

—r . X £ (z0) + (z—20)" x € (T — x0)

f(x)=f(z0)+

avec lim e (x —xp) = 0.
T—xTo

Exercice 1 : Déterminer la partie réguliére du développement limité a ’ordre 3 en zyg = 0 de la

fonction g(x) = 1 .
-z

g(x) : |—00; 1[U]1; 400 — R. La fonction g(z) est infiniment dérivable sur son domaine de définition
donc en xz = 0.

DL & D'ordre 3, g(z) = g(0)+(z—0) x ¢’ (0)+% xg"(0)+

avec liH?bE (z —0) =0, on déduit la partie réguliere en zo =0 :
T—r

(z—0)°

a0 xg"(0)+(x—0)xe(z —0)

x—0)2 x—0)3
o(@) = 9(0) + (@~ 0) x o (0) + T gr0) + ED g
x? a3
= 9(0) +a x ¢' (0) + 5 x ¢"(0) + = x ¢"(0)
On calcule les dérivées et nombres dérivés souhaités ainsi que la valeur de la fonction en xzg = 0.
9(0) =1
9'(z) = e donc ¢'(0) =1

2
=023 donc ¢”(0) =2

g"(x) = 7 donc g"(0) =6

(1-2)
DL a lordre 3 : T3(z) = 1+ x + 2% + 2 + 232 (2).
Donc la partie réguliere est T3(x) = 1+ o + 22 + 23

Remarque : Plus x est proche de 0 plus la partie réguliere du DL donnera une approximation juste :
9(0,5) =2 et T5(0,5) = 1,875 et g(0,01) = 1,0101010... et 75(0,01) = 1,010101.

Exercice 2 : Soit la fonction f(z) =1n (1 + z).

1) Déterminer les développements limités a ’ordre 0,1,2 et 3 en xyg = 0 pour cette
fonction.
Rmq : f(z) : ]—1;+00[ — R. La fonction f(z) est infiniment dérivable sur |—1; +oo[ donc en
o — 0.

A Tordre n, le DL s’écrit :

z ><f”(0)+...+wxf(”)(0)+(9c—0)”><5(m—0)

n!

(z - 0)?

fla)=f0)+ .

O (0)+

On calcule les dérivées et nombres dérivés souhaités ainsi que la valeur de la fonction en 2y = 0.
f(0)=In1=0
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f@) = et f1(0) =1

" _ —1 " _
f (:c)(1+2x)2etf 0)=-1
£@) = g et S0 =2

DL a Pordre 0 : Ty(x) = f(0) = 0 + 2% (x) avec lin%) e(x) =0
z—>

DL a Pordre 1 : Ty(x) = f(0) + = x f'(0) + z'e (z) = = + xe (v) avec linbe(x) =0
z—
2 2
DL & Pordre 2 : Ty(z) = £(0) + 2 x f/(0) + % x f(0) + 2% (z) = x — % + a%e () avec

lim e(x) =0
z—0
z? z3 z? a3
DL alordre 3 : T(z) = f(O)—i—xxf’(O)—i-gxf”(O)—i—?><f”’(0)+a:35 (x) = x—g—l—?%—x?’a (x)

avec lim e(z) =0
z—0

2) Donner une approximation de In 1,15 & partir des différents développements limités. Lequel
donne la meilleure approximation ?
T5(0,15) =0+ £ (x) avec lin%) g(z) = 0 donc Tp(0,15) = 0.
z—

T1(0,15) = 0,15 4 0, 15¢ () avec lirrb e(x) = 0 donc T7(0,15) = 0, 15.
T—

0,152
75(0,15) = 0,15 — ’2' +0,15%¢ (x) avec lir% e(x) = 0 donc T3(0,15) = 0, 13875.
. r—
0,152 0,153
Ty(w) = 0,15 — =27 + =22 +0,15% (2) = 0,1393125
Y Y Yy
14 11 14
1 x 1 x 1 x
1 1 1

f(z)=In(r+1)et DLaordrel  f(x)=1In(zr+1)et DLaordre2  f(z)=In(z+1) et DL & ordre 3

Exercice 3 : Déterminer une approximation du nombre e a partir du développement limité de la
fonction f(z) =" a lordre 4.

Soit f(x) = e®. On applique la formule de Taylor-Young a l’ordre 4 :

1.2 1.3 " ,I.nJrl
Pourle:exzeonobtientezl—l—l—l—l—i—l—i—...—i—i—}—;-s(x).
’ 2 6 n!  (n+1)!
A Dordre 4, on obtient:e:1+1+l+1+iavec la calculatrice : e = 2,70833333

2 6 24

Exercice 4 : Développement de Taylor-Young (Sujet du partiel de juin 2023).
Soit la fonction f(x) =z — 2.
1) Calculer la valeur de la fonction et de ses dérivées premiére, deuxiéme et troisiéme
au point zy = 3. (2 pts)
fB)=v3-2=1
1

f(z) = % x (z—2)=7 donc f'(3) = 5
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f(x) = _Tl X (z—2)7 donc f(z) = _Tl
[ (x) = % X (z — 2)_7) donc f"'(x) = g

2) Donner I’équation de la fonction T'(z) qui donne la partie réguliére du développe-
ment limité de la fonction f(z) a ’ordre 2 au voisinage de zo = 3.(1 pt)
Partie réguliere a 'ordre 2 en o = 3 :

z—3 T — 3)2
F@) =16+ ><f’(3)+% x " (3)
-3 2
Ty(x) = f(3) + (x = 3) x f'(3) + % x f"(3)
1 -1 _ 2)2
T2(w):1+§x($—3)+jxw
3) Simplifier le calcul de T(x) pour 1’écrire sous la forme d’un polyndéme de degré 2.
(1 pt) .
To(w) = g % (o + 102~ 13)



