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Exercice 1 On considère le sous-ensemble de R3 défini par

C = {(x, y, z) ∈ R3, x2 + 3y2 = 12, x + y + 4z = 2}

1. Justifier que la fonction f : (x, y, z) ∈ R3 7→ z2 + 1 admet des extrema sur C.

2. Déterminer les extrema de f|C .

Exercice 2 On définit les applications suivantes :

µ1 : B ∈ B(R) 7→
∫

B

e−2x
1]0,+∞[(x)dλ1(x)

µ2 : B ∈ B(R) 7→
∑
n⩾1

δn(B)

µ = µ1 + µ2

1. Justifier que µ1, µ2 et µ sont des mesures sur (R, B(R)). Est-ce que ce sont des mesures
finies ? Des mesures de probabilité ?

2. Montrer que L p(µ) = L p(µ1) ∩ L p(µ2).

3. Montrer que, pour tout α ∈ R, pour tout p ⩾ 1, xα /∈ L p(µ).

Exercice 3 On travaille dans [0, 1] muni de la tribu et de la mesure de Lebesgue. Posons, pour
tout n ∈ N∗,

fn = n1] 1
n+1

1
n [

1. A l’aide de l’inégalité de Hölder, montrer que, pour tout f ∈ L 0([0, 1], B([0, 1])), si p < q
alors ∥f∥p ⩽ ∥f∥q.

2. Montrer que la suite (fn) converge vers 0 dans Lp([0, 1]) pour p ∈ [ 1, 2 [ .

3. Soit p ⩾ 2. Montrer que si (fn)n converge dans Lp([0, 1]), alors sa limite est 0.

4. En déduire que (fn)n ne converge pas dans Lp pour p ⩾ 2.


