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TD 1: Calcul propositionnel

Exercice 1. Soit p la proposition “il fait froid” et ¢ “il pleut.” Donner
I’énoncé en language naturel des propositions suivantes.:

1. —p

2. pAgq

3. pVgq

4. p&q

d5. p= —q

6. g V —p

7. 2 p N g
8. p& g

9. (p N —q)=p

Exercice 2. Soit p la proposition “ce chien est petit” et ¢ “ ce chien est
gris.” écrire chacune des propositions suivantes sous forme symbolique en
utilisant p et ¢.

1. ce chien est petit et gris

2. Ce chien est grand et gris

3. Il est faux que ce chien soit petit ou gris
4. Ce chien est petit ou il est grand et gris

5. Ce chien n’est ni vétit ni gris.



Exercice 4. Déterminer la valeur de vérité des propositions suivantes:

1.

2.

Sid+2="Talors4+4=28
Il est faux que 2 + 2 = 5 si et seulement si 4 + 4 = 10

Paris est en Angleterre ou Venise n’est pas en Italie.

. Hest faux que l+1=3o0u2+1=3

. II est faux que si Paris est en Angleterre alors Londres est en France.

Exercice 5. Déterminer la négation des propositions suivantes:

1.

2.

Il est grand et beau
Il n’est ni riche ni heureux

Si elle vient elle parlera avec toi.

. ni Marc ni Eric ne sont joyeux.

Si Marc est triste, alors Marie et Jean sont heureux.

Marc ou Eric sont élégants et Marie est grande.

Exercice 6. Déterminer la table de vérité des propositions suivantes puis
déterminer leur négation.

1.

2.

=(p) A g

=(q) = —~(p)

- (pANg)= (V)

—(pAg)V-(peq)

- (=lpANg) =)= (gAT)

Exercice 7 Démontrer que les propositions suivantes sont des tautologies (i.e
qu’elles sont vraies indépendamment de la valeur de vérité des propositions
constituantes):



L. (pAg)Vr< (pVr)A(gVr)
2. (pVo Ar< (pAr)V(gAT)
3. 2(pAg) & —pV—q

4. =(pVq) & pA—q

5. ~(p=q) = pA—q

6. pA(gAT) S (PAQ AT

7.pV(gVr)e (pVgVr

Exercice 8. Démontrer que les propositions suivantes sont des tautologies
(si non démontrées en cours):

1. Raisonnement par contraposée: [p = ¢| < [—q = —p]

2. Raisonnement par 'absurde: [(p = ¢) A ~¢] = —p

3. Raisonnement par disjonction des cas: [(pV@)A(p = r)A(qg=71)] =7
4. Transitivité de 'implication: [(p = 7) A (¢ =1)] = [p = 7]

5. Raisonnement par double implication: [(p = ¢) A (¢ = p)] < [p < ¢

Exercice 9. Soit P, (), R des propositions. Indiquer si les propositions
suivantes sont toujours vraies, toujours fausses, ou si leur valeur dépend
de celles de P,Q, R.

1. [PV(QAR]A(QVR).
2. [Q = P]A—=(P < Q) A(RA-P).
3. (-P=Q)V(Q=P).



Université Paris 1 Panthéon-Sorbonne.
L1 MIASHS -Fondement des mathématiques

TD 2: Calcul des prédicats

Exercise 1. Déterminer la valeur de vérité des propositions suivantes:
1. 3zeR22-22+1=0
2. reER >+ +1=0
3. IreCax’+x+1=0
4. Ve eR|z|=2z
5. Ve e Ry |z ==
JreRVyeRz >y

dJreRyeRzx>y

® N

V:cGREInENn>xVx€RjEInGN%<x

Exercise 2. Déterminer la négation des propositions précédentes.

Exercise 3. Soit p(z,y, z) un prédicat sur R xR xR, déterminer les relations
logiques entre les proposition suivantes:

I.Vce RVy € R 3z € R p(x,y, 2)
2. zeRVz e RYy € R p(z,y,2)
3. Vy e RVz € R 3z € R p(z,y, 2)
4. Ve R3Az e RVYy € R p(z,vy, 2)

Exercice 5. Ecrire les négations des phrases suivantes (on ne demande pas
évidemment de simplement faire précéder la phrase d'un —) :

1.Ve>0,H R, , VaeR, Ir € a,a+ (], VR, |f(t+T7)— f(t)] <e.

1



2. Tout triangle rectangle possede un angle droit.

3. Pour tout entier z, il existe un entier y tel que pour tout entier z, la
relation z < y implique la relation z < x + 1.

Exercice 6. On associe au nombre réel z € R la proposition:
Plx):=YyeR3IneNza" >y
1. Donner un exemple de réel x € R tel que P(z) soit vraie (justifier votre
réponse).

2. Déterminer la négation Q(x) de P(x). Donner un exemple de réel z € R
tel que Q(x) soit vraie (justifier votre réponse).

3. Déterminer si les proposition suivantes sont vraies ou fausses (justifier
vos réponses):

(a) dr € R P(x)

(b) Vx € R P(xz)

(¢) Vx > 1 P(x)

(d) z>1= P(x)

(e) P(z) = |z = 3.

Exercice 7. Montrer que I’assertion :

1. Ve>0, dNeN*, Vn>N, < ¢ est vraie.

3=

2. N eN*, Ve>0, Vn>N,

< ¢ est fausse.

3=
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TD 3: Théorie des ensembles

Exercice 1.
Soient A ={1,2,3,4}, B ={2,4,6,8}, et C = {3,4,5,6}. Déterminer AU B,
AUC,BUuCet AUA

Exercice 2.
Soient A ={1,2,3,4}, B ={2,4,6,8}, et C = {3,4,5,6}.

1. Déterminer AN B, ANC, BNC andAN A

2. Déterminer (AN B)NC and AN(BNC).

Exercice 3.
1. {1,2,3,4}n{z e N|Fye Nz =2y} =7

2 {zeN|z<40}Nn({reN|JyeNz=3y}n{reN|Jye Nz =
dyy) =7

Exercice 4. Dire si les affirmations ont un sens et sont justes, et si non, les
corriger de sortes qu’elles le deviennent :

1. 1e{1;2}.

2. 1c{1;2}.

3. 1€ {{1},2}.

4. L’ensemble () a zéro élément.
.0 ={0}.

. L’ensemble {0, ()} a un élément.

S Ot



Exercice 5. Soit {2 un ensemble et A, B et C' trois sous-ensembles de (2.

1. Démontrer que si AUB C A alors B C A.

2. Démontrer que si AUB=ANC alors BC AcCC.

3. Démontrer que si AUB=AUCetsi ANB=ANC alors B=C.

Exercice 6. Démontrer les propriétés suivantes (sauf celles déja démontrées

en cours)

e Idempotence:
AUA=A
e Associativité:
(AUB)UC = AU(BUC)
e Commutativité:
AUuB=BUA
e Distributivité
AJU(BNC) = (AUB)N(AUC)
e Elément neutre
Auld=A
e Elément absorbant
AUuU=U
e Lois du complémentaire
AUA=U

(4°)° = A

ANA=A

(ANB)NC = AN(BNC)

ANB=BNA

AN(BUC) = (ANB)U(ANC)

ANU=A
AND=0
ANAS =10
Ue=1(



e Lois de Morgan

(AUB)® = A°NB* (ANB)® = A°UB*

Exercice 7. On suppose que U est I’ensemble de tous les ensembles et on

pose
A={zeU|xz &z}

1. Montrer qu’on ne peut avoir A € A.

2. Montrer qu’on ne peut avoir A &€ A.

3. Qu’en déduisez-vous sur I’ensemble de tous les ensembles ?
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TD 4: Théorie des ensembles (suite)

Exercice 1.
Soient A ={1,2,3,4}, B ={2,4,6,8}, et C' ={3,4,5,6}. Déterminer A/B,
A/C, B/C andA/A

Exercice 2. Soient A et B deux ensembles. Démontrer que:

1. (A-B)NnB=1
2. (A=B)n(B-A4) =0
3. (A-B)N(ANB) =0
4. (A-B)=(B—A)ifand only if A= B

Exercice 3 Soient U = {1,2,3,4,5,6,7,8 9} et A = {1,2,3,4}, B =
{2,4,6,8}, and C' = {3,4,5,6}. Déterminer les complémentaires dans U
suivants: A° B¢ C° (AU B)¢ and (ANC)°

Exercice 4 Quel est le complémentaire de I’ensemble des entiers positifs pairs
dans ’ensemble des entiers positifs 7 Dans I’ensemble des entiers relatifs ?

Exercice 5 Soient A et B deux ensembles. Montrer que

A°—B°=B—-A

Exercice 6 Soient A et B deux ensembles tels que AN B = ().Montrer que:

AUB®=B°

Exercice 7.



1. Soit A = {0, 1}. Déterminer P(A)
2. Soit B = {z € R | 2% = 0}. Déterminer P(B)
3. Déterminer P(0), P(P(0)), P(P(P(0))).

Exercice 8 Soit F un ensemble tel que Card £ = n, ou n € N. Démontrer
par récurrence sur n que Card P(E) = 2.

Exercice 9
Soit E' un ensemble et Q un sous-ensemble de P(E). Montrer que les trois
propriétés suivantes sont équivalentes.

1. V(A,B) € Q% (AAB€ Q,ANB € Q)

2. V(A,B) € Q* (AABe€ Q, AUB € Q)

3. V(A,B) € Q* (A/Be Q,AUB € Q)
N.B: A/B est la différence ensembliste et AAB la différence symétrique de
Aet B: AAB :=(A/B) U (B/A).
Exercice 10. Soient A = {a,b}, B = {2,3}, C = {3,4}. Déterminer:

1. Ax (BUC)

2. (AxB)U(AxC(C)

3. Ax (Bn<QC)

4. (AxB)N(Ax ()

Exercice 11. Représenter dans un repere cartésien ’ensemble:

{reR|1<z<4}x{reR|-2<z<3}

Exercice 12. Démontrer que: A x (BNC)=(Ax B)N(Ax ()

Exercice 13. Donner un exemple de sous-ensemble de R? qui ne soit pas de
la forme A x B ou A et B sont des sous-ensembles de R.
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TD 5: Fonctions

Exercice 1 On définit deux fonctions f, g : [0,1] — [0, 1] par:

) 1
. f(x):{ 3z s1x€[0,§]

1 sinon
. 2
° g(x) — 0 S1 T G [O, 5]
3z — 2 sinon
Déterminer f oget go f.

Exercice 2 Déterminer si les applications suivantes sont injectives, bijectives,

surjectives.
e [ N->Nn—n+1
e g:Z —>Z,n—n—1

e h:R?2 = R? (v,y) ~ (v +y,x—y)

Exercice 3. Soit f : Z — Z définie par f(n) = n? pour tout n € Z.
1. Déterminer f~*({1}), f~*({1,2}), f*({1,2,3,4}).
2. f est-elle injective 7 surjective 7 bijective 7
Exercice 4. Soit g : Z — N définie par f(n) = n? pour tout n € Z.
1. Déterminer g1 ({1}), ¢71({1,2}), ¢7'({1,2,3,4}).
2. g est-elle injective 7 surjective 7 bijective 7
Exercice 5. Soit h: R — R définie par f(z) = 2? — 4x + 3 pour tout z € R.

1. Déterminer h='({0}), A1 (R).



2. h est-elle injective ? surjective 7 bijective 7

Exercice 6. On considere 'application f : R? — R définie par f(x,y) =
22+ .

1. Montrer que f n’est pas injective. En déduire qu’il n’existe pas de
fonction g : R — R? telle que g o f = Idpe.

2. Montrer que f est surjective, et que 'application h : R? — R? définie
par h(x,y) = (z,2? + y) est une bijection.

3. Trouver une application g : R — R? telle que f o g = Idg.

Exercice 7 Soit f: A — B et g: B — C des applications. Montrer que
e go f injective implique f injective.

e go f surjective implique g surjective.
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TD 6: Fonctions (suite)

Exercice 1 Soit f : N> — N* (n,p) — 2"(2p + 1). Montrer que f est une
bijection.

Exercice 2 Soit f : X — Y. Montrer que les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. f est injective.

2. Pour tous A,B € P(X),ona f(ANB) = f(A)N f(B)

Exercice 3 Soient E un ensemble,et A et B deux parties de E. On pose:

f: PE) = :PA)x:P(B)
X = (XNnAXnNB)

1. Montrer que f est injective si et seulement si AU B = E.
2. Montrer que f est surjective si et seulement si AN B = ().

3. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A et B pour que f
soit bijective. Donner dans ce cas la bijection réciproque.

Exercice 4 Déterminer toutes les applications h de F = {0,1,2,3,4} dans
lui-méme telles que pour tout z,y dans E on ait h(z + y) = h(x) + h(y).

Exercice 5. Donner des exemples de familles d’ensembles indicées par N,
Z, R.



Exercise 6. Soit (D,)nen la famille d’ensembles indicée par N définie par
D,, =0, n|. Déterminer:

1. D3U D
2. UjenD;
3. D3 N D20

4. NienD;
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TD 7: Relations

Exercice 1

1. Dessiner le graphe des relations suivantes dans R : >, <, > <.
2. De quell relation binaire dans R la droite y = x est-elle le graphe ?

3. Graphiquement, quelle propriété a le graphe d’une relationbinaire dans
R qui est which is réflexive ? symétrique? anti-symétrique ?

Exercice 2 Soit X = {1,2,3,4}. Sur X on considere la relation dont le

graphe est 'ensemble G suivant : G = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(2,4), (3,4),(4,2), (4,3), (4,4)}.
Cette relation est-elle réflexive 7 symétrique ? anti-symétrique 7 transitive

?

Exercice 3

1. Donner un exemple de relation a la fois symétrique et anti-symétrique.

2. Soit E un ensemble fini ayant n éléments. Combien y a-t-il de relations
sur E qui soient a la fois symétriques et anti-symétriques ?

Exercise 4. Les relations suivantes sont elles réflexive? transitive? symétrique?
anti-symétrique 7

1. Dans N, aRb si et seulement si a divise b
2. Dans P(F), la relation d’inclusion.
3. Dans R, la relation zR si et seulement si |z| = |y|

4. Dans P(E), la relation AR B si et seulement si AN B =)

1



5. Dans R, the relation xRy si et seulement si u(z) > u(y) on u : R — R.
6. Dans R, the relation zRysi et seulement si u(z) > u(y) ot u : R — R.

7. Dans R, the relation 2Rysi et seulement si u(z) > u(y) ot u: R — R
est une fonction croissante.

8. Dans Z x N — {0}, la relation (a,b)R(c, d)si et seulement si ad — bc = 0

Exercise 5. Les relations précédentes sont-elles des relations d’équivalence
? Des relations d’ordre ?

Exercise 6. Soient R et S deux relations d’ordre totales sur E telles que
V(z,y) € ExX E 2Ry = xSy

Montrer que Y(z,y) € E x E 2Ry < xSy

Exercise 7. Soit 7(FE) 'ensemble des partitions de F et R la relation dans

7(E) définie par

71R7T2<:>\V/P1€7T1§|P2€7T2,P1CP2.

Montrer que R est une relation d’ordre. Quels sont les éléments minimaux
et maximaux de R?

Exercise 8. Soit £ un ensemble ordonné tel que tout sous ensemble majoré
de E admet une borne supérieure. Montrer que tout ensemble minoré de E
admet une borne inférieure.
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TD 8: Nombres entiers

On rappelle les axiomes de Peano:

Axiome: 1 (de Peano) I existe un ensemble appelé ensemble des entiers
naturels est noté N, un élément 0 € N appelé zéro et une application s : N —
N appelée successeur, vérifiant les propriétés suivantes:

1. 0 € s(N) (0 n'est le successeur d’aucun entier).
2. s est injective (deux entiers ayant le méme successeur sont égaur)

3. Si A C N esttelle que0 € A etVn € As(n) € A alors A=N (principe
de récurrence).

Exercice 1 Quels axiomes de Peano 1’ensemble {0, 1,2, 3}, muni de la fonc-
tion successeur s définie par s(0) = 1, s(1) = 2, s(2) = 3 et s(3) = 0 ne
vérifie-t-il pas ?

Exercice 2
Donner un exemple d’ensemble muni d’une fonction successeur qui vérifie
tous les axiomes de Peano sauf 'axiome de récurrence.

Exercice 3 Monter que tout entier est pair ou impair, i.e que

VneNIpeNnm=2xpVn=2x%xp+1)

Exercice 4

1. En considérant I’ensemble des entiers multiples de a > 1 et b > 1,
montrer que ppcem(a, b) existe

2. Démontrer que ppcm(a, b) est unique.

1



Exercice 5 Montrer qu’il existe une infinité de nombre de premiers.
N.B on pourra considérer P!+ 1 si P est le plus grand nombre premier.

Exercice 6 Soient a = 2088 et b = 504, donner la décomposition en facteurs
premiers de a et b puis leur pged et ppcem.

Exercice 7 Soit n > 1,. Déterminer le reste dans la division euclidienne par
n de la somme des n premiers entiers.

Exercice 8
Démontrer que la somme de trois cubes consécutifs est toujours divisible par
9.
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TD 9: Nombres réels

Exercice 1
Déterminer I’écriture décimale de la fraction 2/7 et vérifier qu’elle devient
périodique.

Exercice 2 Déterminer la fraction correspond au développement décimal
22,75 358 358 358....

Exercice 3

1. Montrer que pour tout réel x et pour tout rationnel y, x est rationnel
si et seulement si x + y est rationnel.

2. En déduire que I'ensemble {y + /2, y € Q} est infini.

3. En déduire que I'’ensemble des irrationnels est infini.

Exercice 4 Déterminer lorsque cela est possible les bornes inférieures et
supérieures, ainsi que les maxima et minima des sous-ensembles de R suiv-
ants :

T

Ay =[-1,3); Ay =]—12, —3]U{1}; A; = {% (=1, ne N*} ot Ay = {ln(x), x> 0} .

Exercice 5 Soit A une partie non vide de R, on pose B = —A :={b € R |
Jda € A, b= —a}, c'est-a-dire b € B si et seulement si —b € A.

e Montrer que A est majoré si et seulement si B est minoré. Montrer
que A est minoré si et seulement si B est majoré.

e Montrer que v est un minorant de A si et seulement si —v est un
majorant de B.



e En déduire (en se basant sur I'axiome de la borne supérieure) que si

A est minoré, I'ensemble des minorants de A possEde un plus grand
élément qui sera noté inf(A). Montrer que inf A = —sup B.

Exercice 6 Soit A une partie non vide de R, dont la borne inf vaut . On
suppose que « ¢ A, montrer que A ne possede pas de plus petit élément.

Exercice 7

1.

Donner un exemple de sous-ensemble borné de R n’ayant pas de plus
grand élément.

. Existe-t-il des sous-ensembles finis de R n’ayant pas de borne inférieure?

. Donner un exemple de sous-ensemble infini et dénombrable de R n’ayant

pas de borne inférieure.

. Donner un exemple de sous-ensemble infini et dénombrable de R ayant

une borne inférieure.

Donner un exemple de sous-ensemble infini et dénombrable de R ayant
un plus petit et un plus grand élément
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TD 10: Nombres réels (suite)

Exercice 1 Soit A et B deux parties non vides de R telles que : ¥(a,b) €
A x B, a <b. Démontrer que sup A et inf B existent et que sup A < inf B.

Exercice 2 Soit A et B deux parties majorées et non vides de R. On définit
A+ B ={a+b,(a,b) € Ax B}. Montrer que A, B, A+ B admettent des
bornes supérieures dans R et que

sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

Exercice 4

1. Soit f : Ry — R, définie pour tout x € R par f(z) = —T—l’
x
déterminer infg, f et supg, f.
2. Soit g : R/{—2} — R définie pour tout = € R par f(z) = 12,
x

déterminer infg g et supg g.

3. Soit h : R — R définie pour tout = € R par h(z) = sin(e”), déterminer
infg h et supg h.

4. Soit k : R — R définie pour tout = € R par k(x) = tan(z?), déterminer
infg £ et supg k.

Exercice 4 Soit X un ensemble non vide et f et g deux applications bornées
de X dans R. Comparer supy(f+g) et supy f+supy g. Donner un exemple
ou I'inégalité est stricte. Montrer que supy(f—g) > supy f —supy g. A-t-on

SuPX(f - 9) > |SUPXf — Supyx 9‘



Exercice 5 Soit A, B et C trois ensembles de réels, non vides et bornés, et
soit f et g des applications bijectives telles que f: A — Betg: B — C.
Déterminer sup g o f en fonction de sup f et supg.

Exercice 6 Soient z,y € R, Démontrer les inégalités suivantes:
Loz + [yl < o+ y[ + |z — y]
2. 1+ |ey—1 < (1+|z—=1)A+ |y —1])

lzty] _l=] ly]
3. I+z4y| — 14[z] - 1+|yl




