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Le but du problème est de montrer que e n’est pas un nombre rationnel en
utilisant les propriétés de la fonction exponentielle.

1. Pour tout entier n > 0, on pose

In =

∫ 1

0

xne1−xdx.

Calculer I1 =
∫ 1

0
xe1−xdx

2. (a) Montrer que pour tout x ∈ [0; 1] :

xn ≤ xne1−x ≤ exn.

(b) Exprimer en fonction de n , Jn =
∫ 1

0
xndx.

(c) En déduire que pour tout n > 0, 1
n+1
≤ In ≤ e

n+1
.

3. Montrer que, pour tout n > 0, on a

In+1 = (n + 1)In − 1.

4. Pour tout entier n > 0 on pose kn = n!e− In.

(a) Exprimer kn+1 en fonction de kn.

(b) Calculer k1.

(c) En déduire, à l’aide d’un raisonnement par récurrence sur n que
kn est un nombre entier pour tout n strictement positif.

(d) Montrer que pour tout n > 1,

n!e = kn + In

n’est pas un nombre entier.

5. Soient p et q deux entiers strictement positifs.

(a) Montrer que pour n ≥ q, n!p
q

est un nombre entier.

(b) En déduire que e n’est pas un nombre rationnel par l’absurde ).

1d’après http://labomath.free.fr/
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