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Chapitre 1

Présentation

1.1 Introduction

A la base de ce cours, il y a le paradigme classique des modeles d’équilibre
général et les concepts d’équilibre concurrentiel et de bien-étre social associés
a ces modeles. Dans une économie d’échange, les équilibres consistent en des
systemes de prix et des choix de consommation qui sont déterminés par le
comportement concurrentiel des consommateurs et par la condition d’égalité
entre offre et demande.

Comme cela est bien connu, sous des hypotheses appropriées sur les
préférences individuelles des consommateurs maximisant leurs préférences
sous la contrainte budgétaire, les comportements concurrentiels peuvent générer
non seulement des équilibres mais également des configurations qui sont “ac-
ceptables” en termes de bien-étre social, appelées configurations optimales
au sens de Pareto. Le Premier Théoreme du bien-étre garantit I'optimalité
de Pareto des allocations d’équilibre. Le Second Théoreme du bien-étre four-
nit le résultat inverse, toute configuration Pareto optimale est un équilibre
compétitif pour un systeme de prix spécifique et une redistribution des res-
sources initiales.

Les résultats mentionnés reposent fortement sur des hypothéses restric-
tives faites sur la possibilité complete de transactions, ’absence de mon-
naie, l'information complete, ’absence de biens publics, I’absence des in-
fluences entre les comportements des agents (externalités). Pour cette raison,
le modele classique d’équilibre général a été modifié, en considérant dans la



structure originale différentes sortes d’imperfections qui se révelent plus per-
tinentes pour décrire le monde réel.

Externalités

Un des sujets du cours concerne les influences entre les comportements
des agents et les situations ou les décisions des agents affectent les choix
des autres (externalités). Un exemple usuel d’externalités est la pollution
induite par une entreprise, qui a un effet négatif sur les consommateurs, ou
méme sur les autres firmes qui utilisent le produit pollué. Ou bien, quand
la distribution d’un bien nécessite un réseau comme les télécommunications
ou ’électricité, les externalités apparaissent de maniere naturelle dues soit a
un effet négatif de congestion soit a un effet positif lié au nombre d’agents
connectés au réseau.

Dans le cadre de 1’équilibre général, ’analyse des externalités nécessite
une nouvelle description des contraintes des agents et de leurs objectifs qui
sont influencés par les choix des autres. L’adaptation naturelle du concept
d’équilibre concurrentiel conduit a un concept d’équilibre a la Nash ou les
agents prennent les choix des autres comme donnés. Comme dans le cas clas-
sique, les prix d’équilibre refletent seulement les effets marginaux individuels.
Par contre, les conditions d’optimalité, au sens de Pareto, integrent ensemble
les effets marginaux individuels.

Donc, en général, la présence d’externalités invalide les théoremes du
bien-étre. Afin de surmonter les conséquences des externalités, plusieurs pos-
sibilités sont ouvertes pour retrouver l'optimalité de Pareto des allocations
d’équilibres. Afin d’approfondir ’étude des méthodologies de mise en ceuvre
d’un optimum de Pareto nous renvoyons le lecteur a Laffont (1988) et Salanié
(1998).



1.2 Notations
~RYi={x= (2. .. 2" . 2" eR, Vh=1,..,n}

—rxeR"et T € R,

r>T<=">7" Vh=1,..,n
R} ={zeR":2>0}et R* :={z € R": 2 <0}.
- R} ={r eR":2> 0}
-z € R"et T € R", x -7 dénote le produit scalaire de x et 7.

— A matrice réelle a m lignes et n colonnes et B matrice réelle a n lignes
et £ colonnes, AB dénote le produit matriciel de A et B.

— Un vecteur x € R" est traité comme une matrice ligne.

— a7 dénote le vecteur transposé de x € R", 27 est traité comme une
matrice colonne.

— Soient f une fonction de R" dans R et z = (z!,...,2", ..., 2") € R™.

Pour tout h = 1,...,n, D f(x) dénote la dérivée partielle de f en x
par rapport a z”. Le vecteur

Vi(z) = (Do f(2), ..., Dpn f(x),..., Dun f(z)) € R

dénote le gradient de f en x.

Pour tout h = 1,...,n et pour tout k =1,...,n, D?, , f(x) dénote la
dérivée seconde partielle de f en z par rapport a 2" et a 2¥. La matrice



[ Dglxlf(x) . Dihxlf(x)

Hf(x) = | D2f(x) ... D% f(2)

| D2 f() ... D f()

dénote la matrice Hessienne de f en x.

Dinxl f(x) 7]

D2, f(2)

nxn

— Soit ¢ = (¢1,---,9j,---,9m) une fonction de R™ dans R™ et = =

(zt,...,2" ..., 2") € R". La matrice
[ Dpgi(z) ... Dengi(z) ... Dyngi(z) ]

Jg(x) = Dxléj(x) DIh‘;j(x) Dxn;]j(a:) =
| Digu@) oo Dignla) oo Dol

dénote la matrice Jacobienne de g en z.

— Soit f une fonction de X C R" dans R.

f est croissante si pour tout z et z dans X :

<= f(z) < f(Z)

- mXxXn

f est strictement croissante si pour tout x et  dans X :

r <= f(x) < f()

Si X est un sous-ensemble ouvert de R™ et f est partiellement dérivable

par rapport a toutes les variables, alors :

1. f croissante dans X —= V f(z) >0, Vz € X.

2. Vf(z) >0, Vo e X = f strictement croissante dans X.

mxXn



Chapitre 2

Le consommateur

Un bien est un bien physique (le pain, le charbon, une voiture, I’énergie
électrique,...) ou un bien immatériel, un service (le transport, une consulta-
tion juridique ou médicale, un actif financier,...). Les biens sont caractérisés
par :

— les caractéristiques physiques et leurs qualités,

— le lieu ot ils sont disponibles,

— la date a laquelle ils sont disponibles,

— les états du monde dans lesquels il seront disponible s’il y a de 'incer-
titude.

L dénote le nombre fini de biens indicés par ¢ = 1,..., L. Les indices
correspondant aux biens sont des indices supérieurs. Pour tout ¢ =1, ..., L,
2! dénote une quantité de bien ¢. Nous supposerons que tous les biens sont
mesurables et divisibles, c¢’est-a-dire pour tout ¢ = 1,..., L, ' € R. Un vec-
teur z := (2!, ..., 2% ..., 2") € RE dénote une liste ordonnée de quantités, une

quantité pour chaque bien. R” est 1’espace des biens.

Un consommateur est caractérisé par :

1. un ensemble de consommation X C R” qui est ’ensemble de toutes
les consommations x = (2!, ....2% ..., 2%) qui sont a priori possibles
pour le consommateur. Dans ce cours, I'ensemble de consommation

d’un consommateur sera identifié a I’orthant positif Ri, c’est-a-dire



. mL
X =Ry}
2. des préférences entre les différents choix de consommation possibles.

3. une dotation initiale de biens e := (¢!, ..., €%, ..., e") € RE,

2.1 Préférences

Les préférences d’un consommateur sont représentées par une relation
binaire sur X réfléxive, transitive et complete.

Définition 1 (Relation de préférence). Une relation de préférence sur
X, notée par =, est une relation binaire sur X qui vérifie les conditions sui-
vantes :

1. Pour toutx € X :x 7 x.
2. Pourtoutre X,7eXetzeX :x T etT 2= 27 %
3. Pourtoutx € X etz € X : 22T ouT .

Pour tout r € X et 7 € X :
— x 7 T signifie que le consommateur préfere x a 7.

— x ~ T signifie que le consommateur est indifférent entre x et T et par
définition nous avons que :

T~NT <= zTetT o

— x > T signifie que le consommateur préfere strictement r a T et par
définition nous avons que :

T-T < xTetTAx

Nous donnons maintenant autres propriétés usuelles des préférences.

Proposition 2 (Propriétés des préférences). Une relation de préférence
= sur X est dite :



1. continue si pour tous x € X et T € X tels que x = T ils existent
un voisinage V(x) de x et un voisinage V(T) de T tels que pour tous
zeV(x)NX etze V(Z)NX nous avons z = Z.

2. monotone si pour tout x € X etT € X :

T>T—T>T

3. strictement monotone si pour tout v € X etx € X :

rT>T— T >0

4. convexe si pour tout T € X, l'ensemble P(T) := {x € X : x 7 T}
des consommations préférées a T est un ensemble convexe, c’est-a-dire
pour tout v € X et z € X :

rrTetznT=te+(1—-t)z77 Vtel01]

5. strictement convexe si pourtoutt € X, x € X et z€ X oux # 2 :

T TetzT=1to+(1—1t)z>7, Vte€l0,1]

Définition 3 (Fonction d’utilité). On dit qu’une relation de préférence -
sur X est représentée par une fonction d’utilité s’il existe une fonction u
de X dans R telle que pour tout x € X etx € X :

Dans la proposition suivante nous traduisons les propriétés données dans
la Proposition 2 en termes de fonction d’utilité.

Proposition 4 (Propriétés d’une fonction d’utilité). Soit 2= une rela-
tion de préférence sur X représentée par une fonction d’utilité u.

1. u est continue = 7 est continue.
2. = est monotone <= wu est croissante.
3.

4.

1. Voir le Paragraphe 6.1 pour la définition de fonction quasi-concave.

~Y
> est strictement monotone <= wu est strictement croissante.
—
~Y

est convere <= u est quasi-concave.!
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5. u est strictement quasi-concave® = = est strictement conveze.

Nous donnons maintenant des conditions pour lesquelles une relation de
préférence est représentable par une fonction d’utilité.

Proposition 5 (Existence d’une fonction d’utilité). Soit =~ une rela-
tion de préférence sur X = REL. Si 7 est continue, alors il existe une fonction
d’utilité continue u qui représente .

On remarque que si u est un fonction d’utilité qui représente la relation
de préférence = et f est une fonction strictement croissante, alors la fonction
u définie par :

u:=fou

est une fonction d’utilité qui représente la méme relation de préférence
. Dong, la représentation par une fonction d’utilité n’est pas unique.

2.2 La contrainte budgétaire

Pour tout ¢ = 1,..., L, p* € R, dénote le prix d’une unité du bien ¢. Un
systéme de prix est p := (p', ..., p%, ...,p") € RE.

Soient e = (e!, ..., e, ..., e*) € R la dotation initiale du consommateur en
termes de biens et p = (p', ..., p’, ..., pY) € RE le systeme de prix en vigueur,
alors :

p-e=plel +.. . +plef +... +plel eR
est la richesse du consommateur.
La contrainte budgétaire du consommateur est I’ensemble de toutes les

consommations possibles dont la valeur au systeme de prix en vigueur est
inférieure ou égale a sa richesse.

Définition 6 (Contrainte budgétaire). Soient p = (p',...,p%, ...,p%) €

Ri un systéeme de priz et e = (e',...,e%, ...,er) € RE la dotation initiale

2. Voir le Paragraphe 6.1 pour la définition de fonction strictement quasi-concave.



du consommateur. La contrainte budgétaire du consommateur est l’ensemble
suwvant :

B(pe):={z€X:p-a<p-e}
Nous donnons maintenant les propriétés usuelles de la contrainte budgétaire.

Proposition 7 (Propriétés de la contrainte budgétaire).
1. Sie >0, alors e € B(p,e), c’est-a-dire B(p,e) # (.

B(p,e) est un sous-ensemble fermé de X = RE.

B(p,e) est un sous-ensemble convere de X = R%.

Pour tout t > 0, B(tp,e) = B(p,e).

Sip >0, alors B(p,e) est borné.

2.3 Le probleme du consommateur

Les préférences du consommateur sont représentées par une fonction d’uti-
lité u. Sip = (p*, ..., p’, ..., p¥) € R est unsystéme de prixet e = (e, ..., e, ..., ") €
R’ est la dotation initiale de biens du consommateur, alors le probléeme du
consommateur est le probleme de maximisation suivant :

max u(x)

r € RF
e X (2.1)
p-r<p-e

Définition 8 (Demande du consommateur). Soientp = (p',...,p¢, ..., p*) €
RE un systéme de priz et e = (', ..., e", ...,e") € RY la dotation initiale du
consommateur. La demande du consommateur est l’ensemble d(p, e) de toutes
les consommations x* telles que x* est une solution du probléme (2.1).

Nous donnons maintenant les propriétés usuelles de la demande.

Proposition 9 (Propriétés de la demande).

1. (Existence d’une solution). Sip >0, e > 0 el u est continue, alors
il existe une solution x* du probléme (2.1), c¢’est-a-dire d(p,e) # ().
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2. (Unicité de la solution). Si le probléme (2.1) a une solution z* et
u est strictement quasi-concave, alors le probléeme (2.1) a une solution
unique, c’est-a-dire d(p,e) = {z*}.

3. (Loi de Walras). Si x* € d(p,e), p > 0 et u est croissante, alors

p.x*:p.e

4. (Normalisation du prix d’un bien). Pour toutt >0 :

d(tp,e) = d(p,e)

En utilisant les théoremes de Karush-Kuhn-Tucker (voir Chapitre 6),
nous pouvons caractériser les solutions strictement positives du probleme
(2.1) en termes d’utilités marginales.

Théoréme 10 (Caractérisation de la demande). Soient p > 0 un systeme
de prix et e > 0 la dotation initiale du consommateur. Nous supposons que
u est différentiable sur RL et Vu(z) > 0 pour tout x> 0.

1. Sixz* > 0 est une solution du probléme (2.1), alors il existe \* > 0 tel
que :

{ Vu(z*) = Np (2.2)

p-x*=p-e

2. Siu est quasi-concave dans RLF et ils existent x* > 0 et \* > 0 tels que

(x*, \*) satisfait le systéme (2.2), alors x* est une solution du probléme
(2.1).
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Chapitre 3
Economie d’échange

Une économie d’échange comprend :

— Un nombre fini L de biens indicés par ¢ = 1, ..., L. Les indices corres-
pondant aux biens sont des indices supérieurs. R* est I’espace des biens.

— Un nombre fini I de consommateurs indicés par ¢+ = 1, ..., I. Les indices
correspondant aux consommateurs sont des indices inférieurs.
(] ¢
-z = (x), ..o,
consommateur %.

,xF) € RY dénote une consommation générique du

— Chaque consommateur ¢ est caractérisé par :

1. un ensemble de consommation X; C RY. Dans ce cours, ’en-
semble de consommation de chaque consommateur sera
identifié a ’orthant positif de ’espace des biens, c’est-a-
dire :

X; = Ri pour tout i =1,..., [

2. des préférences représentées par une fonction d’utilité u; de X;
dans R,

3. une dotation initiale de biens e; := (e}, ..., !, ..., eF) € RE.

1 7

Une économie d’échange & := (X, u;, €;);=1,.. 1 est un description complete
des caractéristiques de tous les consommateurs, c’est-a-dire : ensembles de
consommation, préférences et dotations initiales.

12



I
ri= E e; représente les ressources globales de ’économie £.
i=1

3.1 Allocations réalisables
Soit €& = (Xi, w;, €;)i=1,..; une économie d’échange.

Définition 11 (Allocation). x := (x1,...,7;,...,x7) € RE est une alloca-
tion si
x; € X; pour tout i =1,...,1

Définition 12 (Allocation réalisable). Une allocation x = (x4, ..., x;, ..., x1) €

I
HXi est réalisable pour [’économie & si
i=1
I I
E xT; = E €;
i=1 i=1

Soit A ’ensemble des allocations réalisables pour l’économie &.

Une allocation réalisable est donc une liste complete de consommations
individuelles qui est possible au niveau individuel et au niveau global.

Nous donnons maintenant les propriétés usuelles de ’ensemble des allo-
cations réalisables.

Proposition 13 Soit (e1,...,€;,...,e;) € RH, cest-a-dire e; > 0 pour tout
1=1,...,1.

. (e1y sy yer) € A, done A # (.

St = (21, Ty xy) € A, alors 0 < x; <1 pour touti=1,...,1.

1
2
3. A est un sous-ensemble borné de ]RJLrI.
4. A est un sous-ensemble fermé de ]Ri[.
5]

. A est un sous-ensemble convexe de Rf.

Dans le cas d’une éonomie avec L = 2 biens et I = 2 consommateurs, on
peut utiliser la boite d’Edgeworth pour représenter I’ensemble des alloca-
tions réalisables de 1’économie.

13



3.2 Equilibre concurrentiel
Soit €& = (X, w;, €;)i=1,..; une économie d’échange.

Définition 14 (Equilibre concurrentiel). Un équilibre concurrentiel de

Uéconomie € est (p*,x*) ou p* € RY et a* := (a7, ...,x},...,a}) € RY sont
un systeme de prix et une allocation tels que :

1. pour toutv=1,...,1, x} est une solution du probleme de mazimisation

sutvant :
max U; (.ﬁEl)
x; € RL
v € X, (3.1)

prox; < ptee

2. la demande globale égale I'offre globale :

Nous donnons maintenant quelques propriétés des équilibres.

Proposition 15 (Propriétés d’un équilibre concurrentiel). Soit (p*,z*) €
RE x R un équilibre concurrentiel de économie E.

1. (Normalisation du prix d’un bien). Pour tout t > 0, (tp*,z*) est
un équilibre concurrentiel de [’économie E.

2. Sl existe un consommateur h tel que uy est croissante, alors le prix
d’équilibre est non nul, c’est-a-dire p* > 0. S"il existe un consomma-
teur h tel que uy, est strictement croissante, alors le prix d’équilibre est
strictement positif, c¢’est-a-dire p* > 0.

3. Pour toutt=1,..,1, p*-x; =p*-e,.

4. Si(er,....ei,...;er) € RY alors u;(x}) > w(e;) pour tout i =1,.... 1.

Dans la proposition suivante on remarque que lorsque les préférences des
consommateurs sont monotones et le systeme de prix est strictement
positif, alors il suffit que la demande globale égale 'offre globale pour L — 1
biens pour que, a I’équilibre, la demande globale égale 1'offre globale pour
tous les biens.

14



Proposition 16 Soit £ = (X;, w;, €;)i=1,..1 une économie d’échange ot u;
est croissante pour touti = 1,...,1. Alors (p*,z*) avec p* > 0 est un équilibre
concurrentiel de [’économie &£ si et seulement si

1. pour tout i =1, ..., I, x est une solution du probleme (3.1) et

2. la demande globale égale l'offre globale pour L — 1 biens :
I I
pour k € {1,..., L} donné, ijé = Zef Ve=1,...Loul#k
i=1 i=1

En utilisant la proposition précédente et les théoremes de Karush—Kuhn—
Tucker (voir Chapitre 6), nous pouvons caractériser les équilibres concur-
rentiels strictement positifs en termes de conditions du premier ordre.

Théoréme 17 (Caractérisation des équilibres concurrentiels). Soit
E = (Xi,ui,€i)iz1,..1 une économie d’échange ou pour tout i = 1,...,1 :
e; > 0, u; est différentiable sur ]Rfur et Vu;(z;) > 0 pour tout x; > 0.

Alors :

1. Si(p*,z*) € Rf;Jr X Rﬂr est un équilibre concurrentiel de I’économie &,
alors il existe \* = (N}, .., N}, ..., A)) € RE, tel que :

Vi=1,..1: { V*“i(fi) = Ap (3.2)
p T, =p -6

et pour k € {1, ..., L} donné,
I I
=) el Vi=1,...Loul#k (3.3)
i=1 i=1

2. Si u; est quasi-concave dans ]RfLJr pour tout i = 1,..., I et ils existent
(pr %) € RY xR et X = (X1, .., M5, ., \)) € REL tels que (p*, 2%, A7)
satisfait (3.2) et (3.3), alors (p*,x*) est un équilibre concurrentiel de
I’économie E.

La proposition suivante établit qu'un équilibre concurrentiel reste un
équilibre apres une redistribution des ressources globales si cette redistri-
bution ne modifie pas la richesse individuelle des consommateurs.

15



Proposition 18 Soient £ = (X;, u;, €;)i=1,..1 une économie d’échange et
(p*,x*) est un équilibre concurrentiel de [’économie E. Alors (p*,x*) est
également un équilibre concurrentiel de [’économie £ = (Xi, Ui, €)i=1,...1 pour
toutes les allocations (€1, ..., &, ...,er) € RE telles que :

I
=1 %

2. p*-e; =p*-e pour touti=1,.. 1.

I
e; et
1

En particulier, (p*,z*) est un équilibre concurrentiel de [’économie £ =
iy Wiy ?)i:l,...,['
(X, uix

Nous allons maintenant donner des conditions suffisantes pour I'existence
d’un équilibre concurrentiel.

Théoréme 19 (Existence d’un équilibre concurrentiel). Soit & = (X;, u;, €;)i=1. 1
une économie d’échange ot :

1. pour touti1=1,...,1, u; est continue, quasi-concave et croissante,

2. pour tout1=1,....1, ¢, > 0.

Alors il existe un équilibre concurrentiel (p*, x*) de I’économie € avec p* > 0.

3.3 Optimum de Pareto
Soit €& = (Xi, w;, €;)i=1,..; une économie d’échange.
Définition 20 (Optimum de Pareto). Une allocation x* = (x7, ..., z}, ..., x7})

)
est un optimum de Pareto de [’économie & si

1. x* est une allocation réalisable et

2. il n’existe pas une autre allocation réalisable T = (Zy, ..., Ty, ..., T1) telle
que :
wi(z;) > wi(z)) pour touti=1,...,1 et

up(Zp) > up(xy) pour au moins un h

16



Une allocation réalisable est donc un optimum de Pareto de 1’économie s’il
n’existe pas d’autre allocation réalisable qui permette d’améliorer 1'utilité
de tous les consommateurs avec une amélioration stricte pour au moins un
consommateur.

Dans la suite, l'objectif est de donner une caractérisation complete des
optima de Pareto en termes de I problemes de maximisation avec contraintes.

*

Proposition 21 z* = (27, ..., 2}, ..., x%) est un optimum de Pareto de l’économie

E si et seulement si x* est une solution du probleme de maximisation suivant
pour tout h=1,..., 1.

max Uh(.fh)
r € RM
reX, Vi=1,..,1
wi(x;) > wi(z)), Vi#h (3.4)
I

I
E €T; = E €;
=1

=1

Démonstration. Si x* est un optimum de Pareto, alors 2* est une alloca-

tion réalisable. Si z* n’est pas une solution du probléme (3.4) pour au moins
I

I I
un h, alors il existe = = (71, ..., T4, ..., Ty) € HXi tel que Z@ = Zei,
i=1 i=1 i=1
u;i(z;) > w;(xf) pour tout i # h et un(xy) > up(z)). Alors x* ne peut pas
étre un optimum de Pareto.

Vice versa, nous supposons que z* est une solution du probleme (3.4) pour

tout h = 1,...,1. Si * n’est pas un optimum de Pareto, alors il existe une
I

allocation réalisable = = (71, ...,%;,...,Z;) € HXi telle que u;(7;) > u;(xf)
i=1

pour tout i # h et up(Zp) > up(x;) pour au moins un h. Alors z* ne peut

pas étre une solution du probleme (3.4). m

Maintenant, nous allons montrer que si les préférences des consommateurs
sont représentées par des fonctions d’utilité continues et strictement crois-
santes, alors il est possible d’avoir une caractérisation complete des optima
de Pareto en termes d'un seul probleme de maximisation avec contraintes,
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c’est-a~dire du probleme de maximisation (3.4) d’'un seul consommateur
h qui sera le plus souvent identifié au consommateur h = 1.

Proposition 22 Soit £ = (X;, w;, €;)i=1,..1 une économie d’échange ot u;
est continue et strictement croissante pour tout i = 1,...,1. Si x* est une
solution du probleme de maximisation suivant :

max uy(xq)
r € RM
ZT; EXZ', Vi= 1,...,[
wi(x;) > wi(xf), Vi#1 (3.5)

I I
E Tr; = E €;
i=1 i=1

alors x* est un optimum de Pareto de [’économie E.

Démonstration. Si x* n’est pas un optimum de Pareto, alors il existe
I I

T = (T1,..., Tjy ..., xy) > 0 tel que Z? = Zei,

i=1 i=1
up(Zp) > up(zy) pour au moins un h (3.6)
et

Donc 7 satisfait les contraintes du probleme (3.5).

Si h =1, alors (3.6) contredit le fait que z* est une solution du probleme

(3.5).

Si h # 1, premierement, nous observons que z;, # 0. En fait si z, = 0,
(3.6) implique que u;,(0) > wup(x}) ce qui n’est pas possible parce que u,(0) <
up(xy) vu que Xp, = Ri et que uy, est strictement croissante. Dong, il existe
(€ {1,.., L} tel que 7% > 0, c’est-a-dire il existe & > 0 tel que

ip—el'e X, =R, VOo<e<e

ot le vecteur 1¢ € Ri a toutes les composantes égales a 0 sauf la composante
¢ qui est égale a 1. Par continuité de uy,, (3.6) implique qu'il existe ¢ € [0, ]
tel que

uh(fh — 516) > uh(xZ) (38)
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Maintenant, nous définissons

3]\1 I:Z,fl‘f‘g]_g
Z/L'\h Z:%h—é‘lz

~

z = (T1,..., Ti,...,2r) > 0 parce que T; € X; = RY pour tout i = 1,..., I et
I

I I
Z/x\i = Zf’ = Zei. En outre, (3.7) et (3.8) impliquent que

i=1 =1 i=1

Donc 7 satisfait les contraintes du probleme (3.5). Enfin, comme wu; est stric-
tement croissante, nous avons (1) > uq(2]) qui contredit le fait que z* est
une solution du probleme (3.5). m

Remarque 23 FEn suivant la démonstration de la Proposition 22, il est facile
de vérifier que la Proposition 22 est valide aussi si [’ensembles de consomma-
tion de tous les consommateurs est l'orthant strictement positif, ¢’est-a-dire
X, = Rir pour tout 1 =1,..., 1.

Les Propositions 21 et 22 et la Remarque 23 impliquent que x* est un
optimum de Pareto si et seulement si z* est une solution du probleme de
maximisation (3.5). Donc nous donnons la proposition suivante.

Proposition 24 (Caractérisation des optima de Pareto). 5i X; = RY
ouX; = R_LH et u; est continue et strictement croissante pour touti =1, ..., 1,
alors x* est un optimum de Pareto de l'économie €& = (X;,u;, €;)i=1,..1 i €t
seulement si x* est une solution du probléme de maximisation (3.5).

En utilisant la Proposition 24 et les résultats du Chapitre 6, nous pouvons
caractériser les optima de Pareto en termes de conditions du premier ordre
dans le cas ou les préférences sont représentées par des fonctions d’utilité
différentiables, quasi-concaves et strictement croissantes.

Proposition 25 (Conditions d’optimalité de Pareto en termes de
conditions du premier ordre). Soit £ = (X;,u;,€;)i=1,...1 une économie
d’échange ou pour tout v = 1,...,1 : u; est différentiable et quasi-concave
sur ]Rfur et Vu;(x;) > 0 pour tout x; > 0. Alors une allocation réalisable
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x* = (xf,...,xf,...,x}) > 0 est un optimum de Pareto de [’économie € si et

seulement si il existe (A5, ..., A, ..., \}) € R tel que

Vuy(z]) = X Vu(x]) pour tout i = 2,...,1 (3.9)

Démonstration. Nous considérons le probleme de maximisation (3.5)
avec X; = ]RfLJr pour tout ¢ =1, ..., I, c’est-a-dire :

max uy(xq)
x € RYL ‘
ui(;) —ui(a}) 20, Vi1 (3.10)
I
r— Z:L‘Z >0
i=1

Dans la suite nous montrons que les conditions de Karush—Kuhn—Tucker as-
sociées au probleme (3.10) sont nécessaires et suffisantes.

Les conditions de Karush—Kuhn—Tucker sont nécessaires parce que la
Condition de rang du Théoreme 40 est satisfaite vu que I'’hypothese :

pour tout i = 1,....,I: Vu;(x;) >0, V; >0

implique que pour tout x € ]RJLF{L la matrice Jacobienne des fonctions contraintes
en x est de rang plein en lignes. En fait, soit € R2 . Nous calculons ci-apres
cette matrice qui a (I — 14 L) lignes et LI colonnes et nous observons que
(I-1+4+L)<LI

.1'2 PN 1‘[ xl
ug(w2) — ug() Vug(zs) ... 0 0
| | : : : (3.11)
ur(zr) — ur(xy) 0 oo Vur(zy) 0
I
T_in -1, ... —I, —I

i=1
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ou I;, est la matrice identité d’ordre L. Maintenant nous considérons la
sous-matrice suivante d’ordre (I — 1+ L) :

5 Ty I
Dx§u2(az2) 0 0
D = 0 D:Jc}uzl<xl) 0
5 ¢
Nous avons que det(D) = Dius(x2) - ... - Daur(xr) - det(Ir) # 0 vue

que det(l) # 0 et Dyiu;(z;) > 0 pour tout ¢ = 2,...,I. Donc la matrice
Jacobienne des fonctions contraintes (3.11) est de rang plein en lignes égal a
(I —1+1L).

Les conditions de Karush—-Kuhn—Tucker associées au probleme (3.10) sont
suffisantes parce que les hypotheses du Théoreme 41 sont satisfaites.

Les conditions de Karush-Kuhn-Tucker associées au probleme (3.10)
sont :
(( Vul(z')—~v=0
\Vul(zh) —y =0, Vi#£1
wi(x;) —wi(zf) >0, Vi#1

I
T—inZO
i=1

Vit =Y ) =0, Vi=1,..,L

>0 V=1,..,L
N >0, Vi1l

(3.12)

ot v := (v}, ...,7% ..., 7F) et \; € R pour tout i = 2,...,I et v* € R pour
tout ¢ =1, ..., L sont les multiplicateurs de Lagrange associés respectivement
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aux contraintes u’(z%) — u'(x*") > 0 et r* Zxé > 0.

Nous supposons maintenant que z* = (ZET, ey T e ) > 0 est une al-
location réalisable et qu’il existe (A5, ..., Af, ..., \}) € R ' tel que (3.9) est
satisfaite. Donc (z*,~ ,(A;,...,/\j,...,)\})) avec v* = Vul(xl) satisfait les

conditions (3.12).1 Alors x* est une solution du probleme (3.10) et donc la
Proposition 24 implique que z* est un optimum de Pareto.

Vice versa, nous supposons que z* = (xf,...,x},...,z}) > 0 est un opti-
mum de Pareto. De la Proposition 24 on déduit que z* est une solution du
probleme (3.10). Alors il existe (A5, ..., AL, ..., A¥) € R et 4 € RE tels que
(*, 7%, (A5, .y AF, ., AT)) satisfait les conditions (3.12). En particulier nous
obtenons :

Vuy (27) = ’Y
ANV (xf) =%, Vi # 1
Alors (3.9) est satisfaite. m

En reformulant la Proposition 25, dans la proposition suivante nous avons
une caractérisation complete des optima de Pareto en termes de Taux Mar-
ginaux de Substitution (TMS).

Proposition 26 (Conditions d’optimalité de Pareto en termes de
TMS). Soit € une économie d’échange qui satisfait les hypothéses de la
Proposition 25. Alors une allocation réalisable z* = (xf,...,x}, ....,z}) > 0
est un optimum de Pareto de l’économie £ si et seulement si pour tous les
couples de biens (¢, k) les Taux Marginauz de Substitution entre le bien { et
le bien k sont les mémes pour tous les consommateurs et, c¢’est-a-dire :

Vi=1,..,.LetVEk=1,..L:

D) Dot (3.13)
D:pguh(xh) D ’“ul( ;)

1. Nous remarquons que 'hypotheése Vuq(z7) > 0 implique que v* > 0.
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Démonstration. Nous supposons que z* = (z*!,...,2* ... 2*]) est un

optimum de Pareto. La Proposition 25 implique qu’il existe (A3, ..., A\f, ..., A}) €
RIZ! tel que (3.9) est satisfaite. Alors nous avons que :

Vi=1,..,.LetVk=1,..L:

Deuq(z7) _ A Dgeui () _ D eu;(x7)
Dyrur(#}) A Dprui(ay)  Dyrus(af)’

Donc (3.13) est satisfaite.

¥, xp) > 0 est une allo-
cation réalisable et que (3.13) est satisfaite. Alors en particulier :

Vice versa, nous supposons que z* = (z7, ..., z}

Vi=1,..,L:
Dy (a}) (3.14)
Dx€U1(x1):l)x;u—l<:[;:‘)D euz( ) Vz#lethzl L

u (27)
D kul(x

5 ne dépend pas de k =1, ..., L, c’est-a-dire
il est constant par rapport a k. D’apres I'hypothese :

Donc pour tout i # 1,
pour tout i = 1,...,1: Vu;(x;) >0, Va; >0
nous avons que cette constante est strictement positive pour tout ¢ # 1, donc

Alors (3.14) et (3.15) impliquent qu’il existe (A3, ..., Al, ..., A}) € R tel
que

Vui(x]) = XiVu(x)), Vi#1

De la Proposition 25 on déduit que z* est un optimum de Pareto. m
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Chapitre 4

Les théoremes du bien-étre

Dans ce chapitre nous donnons les théoremes qui constituent le lien entre
les deux concepts d’équilibre concurrentiel et d’optimum de Pareto.

Théoréme 27 (Premier théoréme du bien-étre). Soit £ = (X;, u;, €;)i=1,..1
une économie d’échange ot u; est strictement croissante pour touti =1,...,1.
Si (p*,x*) € ]RJLrI X Rir est un équilibre concurrentiel de [’économie &, alors
x* est un optimum de Pareto de [’économie &.

Démonstration. Si x* n’est pas un optimum de Pareto, alors il existe
T = (T1,..., Ty, .., T7) > 0 tel que

1 1
dE=> e (4.1)
=1 =1

wi(z;) > u;(xf) pour tout i = 1,..., I et up(z,) > up(x}) pour au moins un
h. Vu que xj est une solution du probléme (3.1) pour ¢ = h, nous avons

ptTR >p e (4.2)
Maintenant nous montrerons que
prex;>poe; ViF#Eh (4.3)
Soit ¢ # h, si p* - x; < p* - e; alors il existe T; € R_ﬁ tel que
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En fait p* > 0 (vu que u; est strictement croissante), alors il suffit de
considérer un bien £ et x; défini par

Ty =3, + 01"

proei—p T
*{

composantes égales a 0 sauf la composante ¢ qui est égale a 1. Vu que u; est

strictement croissante, nous avons u;(Z;) > u;(x}) qui contredit le fait que x}

est une solution du probleme (3.1). Donc (4.3) est prouvée.

De (4.2) et (4.3) nous obtenons

> 0et 14 € Ri est le vecteur qui a toutes les

ou o =

I I
P B e
i=1 i=1
qui contredit (4.1). Donc x* est un optimum de Pareto. m

Théoréme 28 (Second théoréme du bien-étre). Soit £ = (X, us, €;)i=1,..1
une économie d’échange ou u; est continue, quasi-concave et strictement
croissante pour tout ¢ = 1,...,1. Si x* > 0 est un optimum de Pareto de
I’économie £, alors il existe un systéeme de priz p* > 0 tel que (p*,z*) est un
équilibre concurrentiel de l’économie E* = (X;, u;, x})i=1. 1, ¢’est-a-dire de
I’économie dont les dotations initiales sont e = x** pour touti =1, ..., 1.

En utilisant les caractérisations des équilibre concurrentiels et des optima
de Pareto en termes de conditions du premier ordre (voir le Théoreme 17 et
la Proposition 25), la démonstration de la version différentiable du second
théoreme du bien-étre est immédiate.

Théoréme 29 (Second théoréme du bien-étre : version différentiable).
Soit £ = (Xi, ui, €i)i=1,.1 une économie d’échange ot pour tout i =1,....1 :
u; est différentiable et strictement quasi-concave sur Ri+ et Vui(z;) > 0
pour tout x; > 0. St x* > 0 est un optimum de Pareto de l’économie &,
alors il existe un systeme de priz p* > 0 tel que (p*, x*) est l'unique équilibre
concurrentiel (aprés une normalisation du priz d’un bien) de [’économie
& = (Xi,us,xf)iz1,...1.- En normalisant le priz du bien L, le systéme de
priz est déterminé par :

. Vu(x})

b = ”
Dxful(ml)
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Donc, sous les hypotheses du second théoreme du bien-étre, un optimum
de Pareto z* peut étre décentralis¢ comme un équilibre concurrentiel au

sens suivant. Il est possible d’effectuer des transferts (¢;);=1. 1 € R sur
I

les dotations initiales (e;)i=1,. s avec Zti = 0 de maniere telle que si on
i=1

annonce aux agents économiques le systeme de prix p*, la maximisation de
I'utilité sous contrainte budgétaire par les consommateurs conduit les agents
a I'équilibre concurrentiel (p*,z*) de I'’économie (X;,u;, e; + t;)i=1,1 ou les
choix des consommateurs coincident avec 'optimum de Pareto z*. Natu-
rellement, cette redistribution ne doit pas modifier la richesse individuelle
déterminée par le prix p* et xF (voir la Proposition 18), ¢’est-a-dire :

pre(ei+t)=p -af Vi=1,.,1
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Chapitre 5

Les effets externes

5.1 La nature des externalités
En suivant Laffont (1988), nous donnons la définition suivante.

Définition 30 Une externalité est chaque “effet indirect” qu’une activité de
consommation ou de production a sur les préférences individuelles, sur les
possibilités de consommation ou de production.

Par “effet indirect”, il faut entendre deux choses :
1. Deffet est créé par un agent économique différent de celui qui est affecté,
2. Deffet n’est pas produit par 'intermédiaire du systeme de prix.

Dans ce cas le systeme de prix ne joue que le role d’égalisation de l'offre et
de la demande. Par contre, les effets indirects qui passent par l'intermédiaire
du systeme de prix sont dits externalités pécuniaires.

La Définition 30 montre que les externalités requierent une nouvelle des-

cription des caractéristiques des agents économiques, c¢’est-a-dire des préférences,
des ensembles de consommation ou des ensembles de production.
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5.2 Economie d’échange avec externalités

Une économie d’échange avec externalités comprend :

— Un nombre fini L de biens indicés par ¢ = 1, ..., L. Les indices corres-
pondant aux biens sont des indices supérieurs. R” est ’espace des biens.

— Un nombre fini I de consommateurs indicés par ¢ = 1, ..., I. Les indices
correspondant aux consommateurs sont des indices inférieurs.
(ol ¢
- ':EZ . (ZEZ, ceey :BZ7 .
consommateur %.

., xF) € R dénote une consommation générique du

— 2= ()i = (T1y ooy Ti1, Tigr, -, 1) € REUTY dénote des consom-
mations génériques de tous les consommateurs différents de .

— x = (21, ..., T4, ..., 77) € R dénote des consommations génériques de
tous les consommateurs.

— Chaque consommateur 7 est caractérisé par :

1. un ensemble de consommation X; C R¥. Dans ce cours, I'ensemble
de consommation de chaque consommateur sera identifié a 1’or-
thant positif de I'espace des biens, c’est-a-dire :

X, = RJLF pour tout ¢ =1,..., [

2. des préférences représentées soit par une relation binaire 7=; sur
I

HXi transitive et complete, soit par une fonction d’utilité wu;,
i=1
c’est-a-dire une fonction telle que

(@i, 2-5) Zi (T, @) = w5, 2-) > ui(Ti, T—y)

3. une dotation initiale de biens e; € R.

Remarque 31 Nous remarquons que de facon plus générale, lorsque les pos-
sibilités de consommation sont aussi affectées par [’environnement économique,
alors ensemble de consommation X; C RY devient une correspondance de
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consommation X; de REU=Y dans RY qui associe aux niveauz de consomma-
tion des autres consommateurs x_; € REI=Y yn ensemble de consommations
possibles pour le consommateur i :

X’i (QC,Z) g RL

Une économie d’échange avec externalités est dénotée comme dans le
Chapitre 3. La différence entre une économie d’échange et une économie
d’échange avec externalités est que dans la deuxieme les préférences indivi-
duelles peuvent étre influencées par 1’environnement économique, ¢’est-a-dire
par les choix de consommation des autres consommateurs.

Soit € = (Xj, ui, €;)i=1. 1 une économie d’échange avec externalités. Vu
que dans les économies d’échange avec externalités que nous considérons,
les externalités ne jouent qu’au niveau des préférences, il est évident que les
notions d’allocation et d’allocation réalisable sont les mémes de celles données
dans une économie d’échange sans externalités (voir les Définitions 11 et 12).
Nous dénotons avec A I'ensemble des allocations réalisables de I’économie &.

5.3 Equilibre concurrentiel avec externalités

Soit €& = (X, u;, €;)i=1,...; une économie d’échange avec externalités. Le
concept d’équilibre concurrentiel suivant est un concept d’équilibre a la Nash.

Soient p € RJLF un systeme de prix et z_; € HXh des consommations
h£i
possibles pour tous les consommateurs différents de i. Le probleme de maxi-
misation du consommateur i a (p,z_;) donné est :

max wi(zi, ;)
T; € RE
P Sp-g

Définition 32 (Equilibre concurrentiel avec externalités). Un équilibre

concurrentiel de ’économie € est (p*,z*) o p* € RY et a* := (a7, ...,2}, ..., 2})
sont un systeme de prix et une allocation tels que :
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1. pour touti=1,...,I, x} est une solution du probleme (5.1) a (p*,z*,),
c’est-a-dire du probléeme :

max wi(z, x* ;)
x; € RL
5 € X, (5.2)

prox; <pteoe

2. la demande globale égale l'offre globale :

1 1
2 * 2
i=1 i=1

Comme dans le cas sans externalités, si les préférences d’au moins un
consommateur sont strictement croissantes par rapport a sa propre consom-
mation, alors le systeme de prix est strictement positif.

Proposition 33 (Propriétés d’un équilibre concurrentiel). Soit (p*, z*) €
Ri x RE un équilibre concurrentiel de I'économie €.

1. (Normalisation du prix d’un bien). Pour tout t > 0, (tp*,z*) est
un équilibre concurrentiel de [’économie E.

2. Sl existe un consommateur h tel que pour tout x_j € H X; la fonction
i#h
d’utilité up (-, x_p) est croissante, alors le priz d’équilibre est non nul,
c’est-a-dire p* > 0. S’il existe un consommateur h tel que pour tout
T_p € HXi la fonction d’utilité up(-,x_y) est strictement croissante,
i#h
alors le prix d’équilibre est strictement positif, ¢’est-a-dire p* > 0.

3. Pour toutt=1,...,1, p*-xf =p*-e,.

Comme dans le cas sans externalités, si le systéme de prix est stricte-
ment positif, alors il suffit que la demande globale égale 1'offre globale pour
L — 1 biens pour que, a 1’équilibre, la demande globale égale 'offre globale
pour tous les biens. En utilisant la Définition 32 et les théoremes de Karush—
Kuhn-Tucker (voir Chapitre 6), nous pouvons caractériser les équilibres
strictement positifs en termes de conditions du premier ordre.
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Théoréme 34 (Caractérisation des équilibres). Soit & = (X;, u;, €;)i=1,..1
une économie d’échange avec externalités ou pour tout i =1,...,1 :

— pour tout x_; € R_Lﬁ*l), wi(+, x_;) est différentiable et quasi-concave sur

RL
++7
— pour tout x_; € Rig_l), Ve wi(xi, ;) > 0 pour tout x; > 0,

- ¢e; > 0.

Alors (p*,z*) € Rf;Jr X Rﬂr est un équilibre concurrentiel de [’économie
E si et seulement si il existe \* = (A}, ..., A, .., \}) € RL, tel que :

szul(x:7xiz) = )‘;‘kp*
Vi=1,..,1 : (5.3)

Zx;‘E:Zef Vi=1,..,Loul+#k (5.4)

5.3.1 Externalités séparables

Dans la suite, nous allons montrer que si les externalités sont additive-
ment séparables alors I’ensemble des équilibres coincide avec celui la ou ils
n’existent pas d’effets externes.

Une économie d’échange avec externalités € = (X;,u;,€;)i—1_. 1 est une
économie avec externalités additivement séparables si pour tout ¢ =
1,....1:

Ui([Ei, JT_Z') = ﬁz($z) + ’Ui(ZE_i)
Soit £5F = (X, Uy, €;)i=1,...1 'économie sans externalités obtenue a partir
de €. La seule différence entre £9F et £ sont les préférences du consommateur
i qui dans 1’économie £°F sont données par ;.
Proposition 35 (Equilibre concurrentiel avec externalités séparables).

Soit € = (X;, u;, €;)i=1,...1 €conomie d’échange avec externalités additivement
séparables ou pour tout © = 1,...,1, u; est différentiable, quasi-concave sur
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REL et Vi (z;) > 0 pour tout z; > 0. Alors, (p*,2*) € RE, x REL est un
équilibre concurrentiel de [’économie & si, et seulement si, il est un équilibre
concurrentiel de I’économie E5F .

Démonstration. D’abord, nous remarquons que la seule différence entre
les définitions d’équilibre concurrentiel dans € et £9F est le probleme de
maximisation du consommateur i (voir Définitions 14 et 32). C’est-a-dire
dans &£ pour tout 7 =1, ..., I, =} est une solution du probleme

max () + v (z*;)
Py Sptoe

SSE

a(pr,ar;) e R, x ]Ri(i_l) donné. Alors que, dans pour tout i =1, ..., I,

x} est une solution du probleme

max ﬁ,Z(.TZ)
prox < ptee

apt e R_ﬁ 4 donné. Finalement, il suffit d’observer que les conditions de
Karush-Kuhn-Tucker associées aux problemes (5.5) et (5.6) sont nécessaires
et suffisantes et que les conditions de Karush—-Kuhn—Tucker associées aux
problemes (5.5) et (5.6) sont les mémes. =

5.4 Allocation optimale au sens de Pareto

Les concept suivant est une adaptation naturelle du concept donné dans
le Paragraphe 3.3.

Définition 36 (Allocation optimale au sens de Pareto). Une allocation
x* = (a7, ...,x},...,x%) est un optimum de Pareto de ’économie & si
1. x* est une allocation réalisable et
2. il n’existe pas une autre allocation réalisable T = (Zy, ..., Ty, ..., T1) telle
que :
wi(Ti, T—y) > wi(xr, x;) pour touti=1,...,1 et

up(Th, T_p) > up(xy, ;) pour au moins un h
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Comme dans le Paragraphe 3.3, nous sommes intéressés a donner une
caractérisation complete des optima de Pareto en termes de problemes de
maximisation avec contraintes. La proposition suivante est analogue a la
Proposition 21 du Paragraphe 3.3.

*

Proposition 37 x* = (z* = (23, ..., 2}, ..., 7)) est un optimum de Pareto de
& si et seulement si z* est une solution du probleme de maximisation suivant
pour tout h=1,....1 :

max up(Th, x_p)
x € RM
e X;, Vi=1,...,1

wi(w, w-3) 2 wi(a],a%;), ViFh

I I
E xTr; = E €;
i=1 i=1

Démonstration. Si x* est un optimum de Pareto, alors z* est une alloca-
tion réalisable. Si z* n’est pas une solution du probleme (5.7) pour au moins

I I I
un h, alors il existe T = (Z1, ..., T4, ..., 1) € HXi tel que Z%, = Zei,
i=1 i=1 =1

= 1=
wi(Ti, i) > ui(xf, %) pour tout i # h et up(Tp, T_p) > up(z),z*,). Alors
¥ ne peut pas étre un optimum de Pareto.

Vice versa, nous supposons que z* est une solution du probleme (5.7)
pour tout h = 1,...,I. Si 2* n’est pas un optimum de Pareto, alors il existe
une allocation réalisable T = (71, ..., Tj, ..., T1) tel que w;(T;, T_;) > w;(xf, z*))
pour tout ¢ = 1,..., I et up(Tp, T_p) > up(z), x*,) pour au moins un h. Alors
x* ne peut pas étre une solution du probleme (5.7). =

En général, dans le cas avec externalités, méme quand les fonctions d’uti-
lité des consommateurs sont continues et strictement croissantes par rapport
a leur propre consommation, il n’est pas évident d’avoir une caractérisation
complete des optima de Pareto en termes d’'un seul probleme de maximisa-
tion avec contraintes comme dans le cas sans externalités.

Pourquoi ?
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Nous rappelons que, dans le cas sans externalités, la Proposition 22 est la
proposition qui nous permet d’avoir une caractérisation complete des optima
de Pareto en termes de probleme de maximisation d’un seul consommateur.
La démonstration de la Proposition 22 est basée sur le fait que :

1. d’un coté, par continuité des préférences, il est possible de retirer un
peu de bien ¢ au consommateur h, qui est strictement mieux en zj, de
maniere qu’il continue a étre strictement mieux et

2. de l’autre coté, vu que les préférences sont strictement croissantes, il est
possible de donner au consommateur 1 la quantité de bien £ retirée au
consommateur h de maniere que le consommateur 1 préfere strictement
la nouvelle consommation.

Dans le cas avec externalités, vu que 1'utilité du consommateur 1 pourrait
dépendre de la consommation du bien ¢ du consommateur h, si on retire un
peu de bien ¢ au consommateur A et on le donne au consommateur 1, il n’est
pas forcement vrai que le consommateur 1 préfere strictement la nouvelle
allocation (méme si les préférences sont strictement croissantes par rapport
& sa propre consommation).

Nous remarquons que si dans l’économie il existe un consommateur h
et un bien ¢ pour lequel les préférences du consommateur A ne sont pas
influencées par la consommation du bien ¢ des autres, alors banalement il est
possible de dépasser les difficultés mises en évidence et donc on peut avoir une
caractérisation analogue a celle la donnée dans la Proposition 22 en termes
d’un seul probléeme de maximisation avec contraintes.

Proposition 38 Soit £ = (X;,u;,€;)i=1..1 une économie d’échange avec
externalités. Si pour tout i =1,....1 :

1. u; est continue

2. pour tout x_; € Ri(j_l), wi(+,x_;) est strictement croissante,

et ils existent un consommateur h € {1,...,1} et un bien ¢ € {1, ..., L} tels que
up, ne dépend pas de (xf)#h, alors x* est un optimum de Pareto de [’économie
E si et seulement si x* est une solution du probléme de maximisation (5.7).
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5.5 Conditions d’optimalité de Pareto avec
externalités : un exemple

Dans la suite nous considérons un exemple et en utilisant les résultats de
la Proposition 38 et du Chapitre 6, nous donnons les conditions d’optimalité
de Pareto en termes de conditions du premier ordre (voir les conditions (5.10)
en bas).

Soit £ = (X, u;,€;)i=1,..; une économie d’échange avec externalités ol
L = 2 biens, I = 2 consommateurs et X; = Xy = Ri +- Les préférences de
chaque consommateur sont influencées par la consommation du bien 1 de
I’autre consommateur, donc les fonctions d’utilité sont

ul(xl,xé) et u2(x2,x%)

Donc il existe un bien, le bien 2, pour le quel 'externalité ne passe pas.

1. Les fonctions d’utilité u, et us sont différentiables et quasi-concaves,
2. pour tout 23 € Ry, V, ui(z1,23) > 0 pour tout z; € R?

3. pour tout z} € Ryy, Vi us(ze, 21) > 0 pour tout 2o € R .

Donc, la fonction d’utilité de chaque consommateur est strictement crois-
sante par rapport a sa propre consommation.

En utilisant la Proposition 38, il est possible d’avoir une caractérisation
complete des optima de Pareto en termes du probleme (5.7) pour h = 1. En
fait, il suffit de prendre h = 1 et ¢ = 2. Donc nous avons que z* = (z7,x3)
est un optimum de Pareto si et seulement si x* = (z7,25) est une solution
du probleme de maximisation suivant :

max uy (w1, 23)
(x1,72) € Ry,
Uz (w2, 77) — uz(w3, 27') > 0
(5.8)

1 1, 1 1
—x] — Ty +e +e; >0

—1i—a3+ef+e3>0
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Nous remarquons que les conditions de Karush—Kuhn—Tucker associées au
probleme (5.8) sont nécessaires et suffisantes. En fait la condition de rang du
Théoreme 40 est satisfaite parce que pour tout (21,23, z3) € R, la matrice
suivante a déterminant différent de zéro vu que V,,us(z2, z1) > 0.

—x3 — 13 +el+ed -1 -1 0
1 * 1
ug (g, xy) — ug(xs, i) 0 Dygus Dyyus
—x7 — a3+ el + e 0 0 1

Les hypotheses du Théoreme 41 sont satisfaites également. Soient Ay le
multiplicateurs de Lagrange associé a la contrainte
us(wg, w7) — ug(23, x7') > 0
et 4 le multiplicateurs de Lagrange associé a la contrainte

A Y .
—ry — Xy t+e; +ey >0

pour tout £ = 1,2. Les conditions de Karush-Kuhn—Tucker associées au
probleme (5.8) sont :
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( (11) Dx%ul(l'l,fl?%) + )\QDI%U/Q(;EQ,.’,E%) — ")/1 =0 <« (l’%)
(1.2) Dyur(wr,23) —* =0 « (7)
(21) Dyyur(w1, w3) + A Dgrug(we, v7) =71 =0 <+ (23)

(2.2) )\QDm%U,Q(LU27x%) -7 =0 +— (23)

Uz(l’mﬂ) - Uz(l”zﬁaffl) >0

1 1 1 1
—$1—$2+€1+6220

2 2 2 2
_$1_$2+61+6220

>\2(u2(x27 x%) - UQ(Z';, Ty ))
Y=z} —xy+ef+e3) =0
\ Y-z —x3+ei+e3)=0

Des équations (1.2) et (2.2) nous obtenons

VP = Dyzuy (1, x3) > 0et % = )\Qng/LLQ(xQ,.T%) (5.9)

Donc Ay > 0 vu que 72 > 0.

En divisent les équations (1.1) et (2.1) par v* > 0 nous avons

Dy (1, ) Ao D1us(o, ry) A

72 7’ 7
et 1 1
Dx%ul(xth) + )\2Dx%u2<x2’x1) — ,Y_l
2 2 A2
g " "

Alors, en remplacant dans les premiers membres v° par son expression

donnée par les deux équations en (5.9) nous avons que

Dm%ul(ml,xé) )\Q.Dm%U/Q(fL’Q,:E%) f)/l

Dyauy(w1,25)  ADggug(wa, 1) 72
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et
Dyyuy (a1, ) Ao Dpyua (w2, r}) A

1 1
D, zuy (21, 23) )\nggug(xg, ry) 2
Donc, nous obtenons la relation suivante qui caractérise de maniere complete

les allocations réalisables qui sont des optima de Pareto de cette économie
en termes de conditions du premier ordre.

Dz%ul(‘rhx%) Dz%UQ("E??x%) - Dréul(xhx%) Dm§u2(x27x%)

— 5.10
Dywn(in.al) " Duguglen ) ~ Dywnanal) | Duplamal) O

Nous remarquons que lorsqu’il n’y a pas d’externalités, c¢’est-a-dire

Dx%'LLQ(.fEQ, rh) = Dwéul(ﬂflﬁé) =0

pour tout (z1,z2) € R% ., alors nous retrouvons la condition (3.13) donnée
dans la Proposition 26.

38



Chapitre 6

Annexe : Les théoremes de
Karush—Kuhn—Tucker

Dans ce chapitre nous allons donner des conditions nécessaires et suffi-
sants, en termes de conditions du premier ordre, pour résoudre un probléeme
de maximisation avec contraintes. Dans la suite nous supposons que :

1. C est un sous-ensemble ouvert et convexe de R™.

2. Les fonctions suivantes f et g; pour tout j = 1, ..., m sont différentiables.

fixelC— f(x)eR
gi:xelC—ygi(z)eR, Vi=1,...m

Probleme a résoudre :

max  f(z)
reC . (6.1)

ou f est la fonction objectif, g; avec j = 1,...,m sont les fonctions
contraintes d’inégalité.

Les conditions de Karush—Kuhn—Tucker associées au probleme (6.1)
sont :
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( m
Vf(x) + Z/\J’VQJ(I) =0
j=1
0(z)>0,¥j=1,...m (6.2)
>\J > 07 vj = 17 , M
\ )\J'gj<x> =0,Vi=1,...m

ou \; € Ravec j = 1,...,m, sont les multiplicateurs de Lagrange associés
aux fonctions contraintes d’inégalité g; avec j = 1,...,m.

Définition 39 Soit x* € C', nous disons que la contrainte j est saturée en
a* if gj(a*) = 0.
Nous dénotons :
1. S(x*):={j=1,...,m: g;(z*) = 0} U'ensemble des contraintes saturées
en ¥,
2. m* < m le nombre d’éléments de S(x*) et

3. 9" = (95)jes()

Théoréeme 40 (Karush—-Kuhn—Tucker sont conditions nécessaires) Si

x* est une solution du probléme (6.1) et si une des conditions suivantes est
satisfaite :

1. pour tout j = 1,...,m, g; est une fonction linéaire ou affine,

2. (Condition de Slater) il existe © € C tel que g;(z) > 0 pour tout
7=1,....m et pour tout j =1,....m :

~ g; est une fonction quasi-concave et Vg;(x) # 0 pour tout x € C
ou

— g, est une fonction concave,

3. (Condition de rang) rg Jg*(z*) =m* <n

alors il existe \* = (A}, ..., A}, ..., Ay,) € R™ tel que (", \*) satisfait les
conditions de Karush-Kuhn-Tucker (6.2).

Théoréme 41 (Karush—Kuhn—Tucker sont conditions suffisantes) Si
f est une fonction quasi-concave et Vf(x) # 0 pour tout x € C ou f
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est une fonction concave, g; est une fonction quasi-concave pour tout

Jj=1,...,m etil eviste \* = (], ..., A}, .., Ay,) € R™ tel que (z%, \*) satisfait

les conditions de Karush—Kuhn—Tucker (6.2), alors z* est une solution du
probléme (6.1).

6.1 Concavité et quasi-concavité

Dans la suite nous supposons que :

1. C est un sous-ensemble convexe de R™.

2. f est une fonction de C' dans R.

6.1.1 Concavité

Définition 42 (Fonction concave). f est concave siVt € [0,1] etV z, 2’ €
C
fltz+ (L= 1)2) = tf(2) + (1 =) f ()

Proposition 43 f est concave si et seulement si [’ensemble suivant est un
sous-ensemble conveze de R™FL,

{(z,a) e C xR: f(z) > a}

Proposition 44 C est un sous-ensemble ouvert de R" et f est différentiable.
f est concave si et seulement siV x, ' € C

Vi(z)- (@' —2) 2 f@) — f(z)

Proposition 45 C' est un sous-ensemble ouvert de R" et [ est deux fois
continuement différentiable. f est concave si et seulement si pour tout
x € C la matrice Hessienne Hf (z) est semi-définie négative, c’est-a-dire si

pour tout x € C
vHf(z)v" <0, Vv € R"

Définition 46 (Fonction strictement concave). f est strictement concave
siVtelo,1[etVa, ' €Couax#a

fltz+ (1 =t)x) >tf(x)+ (1 —=t)f(2)
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Proposition 47 C' est un sous-ensemble ouvert de R" et f est différentiable.
f est strictement concave si et seulement si¥ z, © € C ot x # a

Vi) (2 —z) > f(z') — f(x)

Proposition 48 C' est un sous-ensemble ouvert de R" et f est deux fois
continuement différentiable. Si pour tout x € C' la matrice Hessienne
Hf(x) est définie négative, c’est-a-dire si pour tout x € C

vHf (2)v? <0, Yo €R", v#0

alors f est strictement concave.

6.1.2 Quasi-concavité

Définition 49 (Fonction quasi-concave). f est quasi-concave si ¥V t €
[0,1] etV z, ' €C

flte+ (1= t)a’) > min{f(), f(z")}

Proposition 50 f est quasi-concave si et seulement si pour tout o € R les
ensembles suivants sont sous-ensembles convexes de R".

{reC: f(x) >a}

Proposition 51 C est un sous-ensemble ouvert de R" et f est différentiable.
f est quasi-concave si et seulement siV x, © € C

fl@) = f(@) > 0= Vf(z)-(z' —x)>0

Proposition 52 C' est un sous-ensemble ouvert de R" et f est différentiable.
Si f est quasi-concave et V f(x) # 0 pour tout x € C, alors ¥V z, © € C ot

£

’

f@) = f2) > 0= V[(x) - (&' —2)>0

Proposition 53 C est un sous-ensemble ouvert de R" et f est deux fois
continuement différentiable. Si f est quasi-concave, alors pour tout x €
C' la matrice Hessienne Hf (x) est semi-définie négative sur KerV f(z), c’est-
a-dire si pour tout x € C' et pour tout v € R"

Vf(z) v=0= vHf(z)v" <0
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Définition 54 (Fonction strictement quasi-concave). f est strictement
quasi-concave si ¥t €]0,1] etV x, ' € C ot x # &’

!/

fltz+ (1 —t)2') > min{f(z), f(z)}

Proposition 55 C' est un sous-ensemble ouvert de R" et f est différentiable.
1. SiVr, o' €eCoux#a

!

f@) = fl@) > 0= Vf(x) (z' —2) >0

alors f est strictement quasi-concave.

2. Si f est strictement quasi-concave et V f(x) # 0 pour tout x € C, alors
Vo, 2 €Cotax#a

/

f(@') = fl2) 2 0= V[(x)- (&' —2) >0

Proposition 56 C' est un sous-ensemble ouvert de R" et f est deux fois
continuement différentiable. Si pour tout x € C' la matrice Hessienne
Hf(z) est définie négative sur KerV f(z), c’est-a-dire si pour tout x € C' et
pour tout v € R™ ot v # 0

Vf(r) v=0= vHf(z))v’ <0

alors f est strictement quasi-concave.

Remarque 57 En général nous avons que :

f linéaire ou affine = f concave = f strictement concave

U U

f quasi-concave < f strictement quasi-concave

43



Bibliographie

Arrow, K.-J., Hurwicz, L., Uzawa, H., 1958. Studies in linear and non-linear
programming. Stanford University Press. Stanford California.

Bonnisseau, J.-M., 2006. Notes du Cours de Microéconomie, Université Paris
1 Panthéon—Sorbonne.

Cass, D., 2000. Non-linear Programming for Economists. Notes du Cours du
Ph.D. Program in Economics, University of Pennsylvania.

Laffont, J.-J., 1988. Fondements de I’Economie Publique. Economica.
Salanié, B., 1998. Microéconomie. Les défaillances du marché. Economica.

Tallon, J.-M., 1997. Equilibre général. Une introduction. Librairie Vuibert.

44



