Cours de mathématiques avancées - Magistére d’économie

TD sur les espaces euclidiens

Exercice 1. On consideére
(1) ¢1: R x R — R, définie par ¢;(x,y) = may.
(2) ¢2 : R2x R? — R, définie par ¢o((z1,22), (y1,y2)) = T21Y1 + 221Y2 — T2y1 + 3T2Yo.
(3) ¢3: R3 x R® — R, définie par ¢3((w1, 2, 23), (y1,Y2,v3)) = 22191 + T2y2 + T1Y3 +
x3y1 + T3y2 + T2y3 + 2w3Y3.
(4) ¢4 : R4 X R4 — R, déﬁnie par ¢4((1‘1,$2,$3,Z’4), (yl,yg, Y3, y4)) = T1Y3 + 2x1y1 —
Toy1 — 2x3y3 + Tr1y4
Donner la matrice associée dans la base canonique. Donner la matrice dans les bases
suivantes :

(1) {(2)}

(2) {(1,1),(1,2)}
(3) {(1,1,1),(1,0,1),(1,1,0)}

(4) {(1,0,1,0),(0,1,0,1),(1,1,1,0),(0,1,1,1)}

Exercice 2. On consideére
(1) ¢1: R x R — R, définie par ¢1(x,y) = mxy.
(2) ¢ : R? xR?* — R, définie par ¢o((x1,22), (y1,¥2)) = Tx1y1 + 2212 — Toy1 + 3T2Y>.
(3) ¢3:R? x R® — R, définie par ¢p3((x1, 2, 3), (y1,¥2,¥3)) = 22191 + Toy2 + 21y3 +
T3Yy1 + T3Y2 + T2y3 + 223Y3.
(4) ¢4 : R* x R* — R, définie par ¢4((21, 22, z3, 34), (1, Y2, Y3, Ya)) = T1y3 + 22191 —
Toy1 — 2x3y3 + Tr1Y4
Dire si ces formes sont dégénérées, symétriques. Pour les formes symétriques, appliquer
le critére de Sylvester, pour déterminer si elles sont définies et positives. Pour les autres
utiliser la définition.
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Exercice 3. Soit C([0, 1]) 'espace vectoriel des applications continues f : [0,1] — R. Soit
¢ : C(]0,1]) x C([0,1]) — R définie par ¢(f,g) = fol(l + t)f(t)g(t)dt. Montrer qu’il s’agit
d’un produit scalaire.
Exercice 4. Soit ¢ : Ry[z] X Ry[z] — R définie par ¢(P,Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) +
P(2)Q(2).

Montrer que ¢ est un produit scalaire. Déterminer la matrice de ¢ dans la base cano-
nique.

Exercice 5. Soit C([0,1]) 'espace vectoriel des applications continues f : [0,1] — R.
Soit ¢ : C([0,1]) x C([0,1]) — R définie par ¢(f,g) = fol(l +t)f(t)g(t)dt. Les fonctions
f(t) =t+2et g(t) = t? — 2t — 3 sont-elles orthogonales ? La fonction f est de norme 17?

Exercice 6. Soit ¢ : R[z] x R[z] — R définie par ¢(P,Q) = [, P(z)Q(x)dz.
(1) Montrer que ¢ est un produit scalaire.
(2) Le sous-espace Rg[x], muni de la restriction de ¢, est-il un espace euclidien ?
(3) La base {1,z, 22, 23} est-elle orthogonale ?
(4) Déterminer tous les vecteurs de R3[x] orthogonaux & z2.

Exercice 7. Soit C l'espace des fonctions continues f : [—m, 7] — R, muni du produit
scalaire ¢(f,g) = [7_ f(t)g(t)dt. Montrer que F' = {1, cos(t), cos(2t), ....sin(t), sin(2t)...}
est une famille orthogonale.
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Exercice 8. Soit ¢ la forme bilinéaire symétrique sur R3 x R? définie, par rapport a la

base canonique, par
110
A= ( 1 20 )
0 01

Ecrire 'expression de ¢ dans la base canonique et vérifier que ¢ est un produit scalaire.

Exercice 9. Soit ¢(x,y) = m1y1 + 222y2 + 3x3y3 définie pour tout z,y € R3. Ecrire la
matrice de ¢ dans la base canonique et vérifier que ¢ est un produit scalaire.

Exercice 10. Soient f; = (1,0,1), fo = (—1,1,0), f3 = (0,0,1). Orthonormaliser cet
ensemble de vecteurs en utilisant le théoréme de Gram-Schmidt.

cosf —sinf 0
Exercice 11. Soit Rg = | sinf cosf 0
0 0 1

(1) Montrer que Ry est orthogonale.

(2) Que peut-on dire des vecteurs colonnes de Ry ?
(3) Que représente géométriquement X — RypX ?
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Exercice 12. Soit M = ( 3 4 3 ) . Soit ¢ 'application bilinéaire dont M est la matrice
3 3 4

dans la base canonique de R3.

(1) Que vaut ¢((w1, 2, z3), (Y1,y2,93)) ?
Montrer que M est diagonalisable.

Montrer que 1 est une valeur propre (utiliser le théoréeme du rang).
Quelle est ’autre valeur propre ?

Décrire les sous-espaces propres.

Trouver une base orthonormée du sous-espace propre Fj.

Donner une base orthonormée de vecteurs propres de M.

) Ecrire ¢ dans cette nouvelle base.

(2)
(3)
(4)
()
(6)
(7)
(8

Exercice 13. Soit ¢ l'application bilinéaire symétrique dont la matrice dans la base

canonique est
1 -1 2
M = ( -1 0 1 )
2 1 1

(1) Calculer ¢((1,1,5),(—1,2,1)).
(2) Donner la signature de ¢
(3) Calculer la matrice de ¢ dans la base F' = {(1,1,1),(-1,1,1),(0,-1,1)}.

Exercice 14. Soit ¢ : R? — R définie par q(z,y, 2) = 22+ 6y% + 5622 — 4oy + 14x2 — 36y2.
) Montrer qu'’il s’agit d’une forme quadratique.

2) Donner la forme polaire.

3) Ecrire la matrice associée a ¢ dans la base canonique.

4) Donner la signature de g.

5) Décrire la matrice de ¢ dans la base B = {u] = €j,u3 = 261 + é3,u3 = —3€] +

2¢5 + é3}.
(6) Existe-il des vecteurs X € R? non nuls tels que ¢(X) =07
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Exercice 15. Soit ¢ : R® — R définie par q(x1,x0,23) = w%—i—w%—i—x% — X1T9 — ToX3 — L1L3.



1) Est-ce que ¢ est définie?

2) Ecrire la matrice associée a ¢ dans la base canonique.

3) Diagonaliser cette matrice.

4) Est-ce que ¢ est positive ?

5) Exprimer ¢ dans la base des vecteurs propres, et ensuite dans la base canonique,
comme somme de carrés.
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Exercice 16. Appliquer la méthode de Gauss a la forme
q(z,y,2,t) = 2% + 9y* + 427 + 6y + daz + 16y + 4yt + 8zt.

Calculer la signature.



