L’identité de Cassini

Les termes de la suite de Fibonacci sont définis par Fy =0, F1 =1 et, si
n >0, F, =F,+F, 1. Ainsi Frb =04+1=1,F3=1+1=2, Fy = 3,
F5 =5,.... On veut montrer par récurrence que, pour tout entier n > 1 on
a:
Foi1Fo1 — F2=(—1)".

Initialisation : cas n =1. Ry —F2=1-0—-12=-1=(-1)L.

Hérédité Supposons maintenant que 'identité soit vraie pour un entier
n > 1, c’est-a-dire
Fo1 Fyy — F2 = (—1)™

Nous allons montrer qu’elle est vraie pour n + 1, autrement dit :
FioFy — Fyy = (1)"h

Calculons I’expression de gauche en utilisant la relation de récurrence
Fryo=Fpp1 + Fy

Fn+2Fn — F5+1 = (Fn+1 + Fn)Fn - F7%+1
= Fh By + FTZL - Fg—s—l
= —(F%,, — Fo1F, — F2).

n

Or Fﬁ_ﬂ — Fy1Fy — F2 = F (P — F,) — F? et, d’aprés la relation de
récurrence réarrangée F, 11 — F, = F,,_1, on obtient

F2 |~ FoF, —F2=Fy1F1 — F2.

Ainsi
FoyoFy — F2 = —(Fos1Fyoy — 7).

D’aprés 'hypothése de récurrence la parenthése vaut (—1)", d’ou
FpioF, — F,,EH = (1) = (fl)n—l-l.

Cela termine la récurrence et prouve 'identité pour tout n > 0. O



