Cours de mathématiques avancées - Magistére d’économie

TD sur les applications linéaires

1. APPLICATIONS LINEAIRES - THEOREME SUR LES DIMENSIONS

Exercice 1. Soit
p: R3 — R3
(r,y,2) — (x—2z2x+y—3z,—y+22)

Trouver une base de Kery et une base de I'm(¢p).

Ker(p) est constitué seulement du vecteur 0. I'm(p) = R? par le théoréme sur la
dimension. Par conséquent il suffit de choisir la base canonique.

Exercice 2. Soit
Q: R* — R?*
(x,y,2,t) — (x—z,y—t,x+y—z—1t2x+3y—2z— 3t)

(1) Trouver une base de Kery.

(2) Montrer que {¢i = (1,0,1,0),é3 = (0,1,0,1),é3 = (1,0,2,0),€e3 = (0,1,0,2)} est
une base de R%.

(3) Montrer que {p(€3), p(€1)} est une base de Im(yp).

(4) ¢ est-elle injective ? Surjective ? Bijective ?

(5) Déterminer un sous-espace A de R* tel que la restriction de ¢ & A soit injective.

(1)

1) Ker(¢) = {(z,y,z,y),xz,y € R}. Une base est (1,0,1,0),(0,1,0,1) car ces deux
vecteurs forment un systéme libre et engendrent Ker(yp).
(2) 11 suffit de montrer que {¢; = (1,0,1,0),é3 = (0,1,0,1),é3 = (1,0,2,0),é5 =
(0,1,0,2)} est libre.
(3) Le systeme {p(€3), p(€1)} est libre.
Premiéme méthode : 7 appartient & I'm(y) ssi v = p(a1€1+...a4€4) = azp(€3)+
agp(€1).
Deuxieme méthode : par le théoreme du rang l'image a dimension 2, donc
{¢(€3),¢(€1)} est une base.
(4) ¢ n’est pas injective car Ker(p) n’est pas le vecteur nul. ¢ n’est pas surjective car
rang(yp) = dimIm(p) = 2 par le point précédent.
(5) A peut étre L({e3,€1}). En effet : ¢ est injective ssi p(A) est libre dans R*. On a
vu que {¢(€3), p(€1)} est un systéme libre. Par conséquent A peut étre L({€3,€1}).

Exercice 3. Dans 'espace des polynoémes, on considere I’application der, de dérivation
d’un polynome.

1) der est elle linéaire 7

2) Trouver I'm(der).

3) Trouver Ker(der).

4) Est-ce que der est un isomorphisme ?

1)

2)

Oui, par les propriétés de la dérivées (pas seulement sur les polynémes)

Etant donné un polynéme, si on cherche une primitive, on trouve un autre poly-
noéme, donc I'image est tout I’espace des polynémes.

(3) C’est le sous-espace des polynémes dont la dérivée est nulle, c’est-a-dire les poly-
noémes constants.
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(4) Non, car der n’est pas injective.

Exercice 4. Dans 'espace des polyndémes, on considere ’application dec, qui associe a un
polynome P(z) le polynome P(x + 1).
(1) Trouver I'm(dec).
(2) Trouver Ker(dec).
(3) Est-ce que dec est un isomorphisme ? Si oui, quelle est sa réciproque ?
(1) Soit @ un polynéme. Soit P(x) le polynéme Q(z — 1). Alors dec(P) = @. Donc
I'image de dec est tout I'espace des polynomes.
(2) 1 faut étudier ap + a1(z + 1) + az(z + 1)2 + ... + an(z + 1)" = 0 : ceci est vrai ssi
a; = 0. Donc Ker(dec) =polynéme nul.
(3) Oui : elle est surjective par le point 1) et injective par le point 2). La réciproque
est P — P(x —1).

2. APPLICATIONS LINEAIRES ET MATRICES

Exercice 5. En R3 on considére la base canonique et la seule application linéaire telle
que So(ei) = fi, ot fi = (1,0, _1)7 fé = (Oa 1, 2)7]% = (27 1, 1)'

(1) Ecrire la matrice A de cette application linéaire.

(2) Décrire Im(yp), Ker(p).

1 0 2
(1) Par 'un des théorémes du cors A= 0 1 1
-1 2 1

(2) L’image de ¢ est le sous-espace vectoriel L({¢(€1), ¢(€3),¢(€3)}), engendré par les

vecteurs de F'.
Si on applique la méthode du pivot on trouve trois colonnes non nulles. Donc F'
est une base de R?. Donc Im(y) = R3.

Pour le Ker, il faut résoudre AX = 0, ce qui donne le vecteur nul.
Exercice 6. Soit F = {(z,y,2,t) ER*: 20 —y =0,z —y +t+ 2 = 0}.
(1) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel donné par le noyau d’une application

linéaire. Exprimer la matrice correspondante a ’application linéaire.
(2) Calculer la dimension de F.

. 2 -1
(1) On peut considérer X € R* - AX € R? ou A = < 1 1 (1) (1) >
(2) L’image, engendrée par les colonnes de A, a dimension 2, car les deux premiéres
colonnes de A ne sont pas colinéaires. Par conséquent dim(F) = dim(R*) —

dim(Im(AX))=4—-2=2.
Exercice 7. On considere 'application der de dérivation d’un polyndéme de ’espace des
polyndémes de degré inférieur ou égal a 3 dans lui méme.

(1) Ecrire la matrice de der dans la base {1, z,x?, 23}.

(2) der est-elle injective 7 Surjective ? Bijective ?

(3) Quelle est la dimension de Im(der)? Et de Ker(der)?
(1)

1) der(1)

2,

D

3
—

x) = 1; der(x®) = 2x; der(z3) = 3z% Donc la matrice est
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(2) Le rang de ces vecteurs, c’est-a-~dire le rang de I'image d’une base de l’espace, est 3,
qui est inférieur & la dimension de ’espace. Donc der n’est pas surjective. Puisque
der est un endomorphisme, der n’est pas injective.

(3) dim(Im(der)) = rangA = 3; par le théoreme sur la dimension, 3+dim(Ker(der)) =
4 =dimension de I'espace. Donc dim(Ker(der)) = 1.

Exercice 8. Soit
p: R3 - R4

(r,y,2) — (x4+2y+32,2x+4y+6z,—x+y+ 32,3 — 2y — 7z2)
Est-ce que ¢ est surjective ?

1
2) Ecrire la matrice associée & ¢ dans les bases canoniques de R3 et R%.
3
4

(1)
(2)
(3) Décrire Im(p) et calculer sa dimension.
(4) Décrire Ker(p).
(1) Non, car la dimension de I'image est au plus 3 (¢ est définie dans R3).
(2) C’est la matrice A dont les colonnes sont ¢(1,0,0),¢(0,1,0),»(0,0,1).
(3) Im(yp) est 'espace engendré par les colonnes de A. Si on utilise la méthode du
pivot sur
1 2 3
2 4 6
A= -1 1 3
3 -2 -7
on obtient une colonne nulle :
1 0 0
2 0 0
A= -1 3 0
3 -8 0

Une base de 'image est donnée par les vecteurs colonne non nuls de cette derniere
matrice.

(4) Par le théoreme des dimensions, le Ker a dimension 1. Si on étudie AX = 0 on
trouve (1, —2,1) comme solution et donc A(1,—2,1) est la famille des vecteurs du
Ker.

Exercice 9. Dans l'espace des polynémes de degré inférieur ou égal a 3, on considere
lapplication dec, qui associe a un polynéme P(z) le polynéme P(x + 1).

(1) Ecrire la matrice A de dec dans la base B = {1, z, 22, 23}.

(2) En utilisant le point précédent, calculer I'image de P(z) = 223 — 322 + 7.

(3) Montrer que la famille {1,1+ 2,1+ 2z + 2?%; 1 + 3z + 322 + 23} forme une base de
I’espace des polyndémes de degré inférieur ou égal a 3.

(1) On doit calculer dec(1), dec(z), dec(x?), dec(z?) ce qui donne

A=

SO O
S O = =
S =N =
_w W =

(2) Les coordonnées de P dans B sont (7,0,—3,2). Il faut calculer A(7,0,-3,2)T.
Donc dec(P) = 6 + 322 + 223,



(3) La famille {1, 1+, 1+ 2z +22%; 14 3z + 322 + 23} est I'image de la base canonique
par dec. Nous avons déja vu (voir exercice 4) que dec est un isomorphisme, donc
{1,1 + 2,1+ 2z + 221+ 3z + 322 + 23} est une base, car image d'une base par
un isomorphisme.

-1 3 2
injective ? Surjective ? Donner une base de Ker(y) et une base de Im(yp).

0 1 2
Exercice 10. En R?, soit op(z,y,2) = A(z,y,2)’, on A = ( 0 21 ) o est-elle

Si on étudie AX = 0 on trouve le vecteur nul, donc ¢ est injective. Par conséquent ¢
est surjective. Una base est la base canonique de R3.

-3 1 2
Exercice 11. En R3, soit p(x,y,2) = A(z,y,2)T, ou A = ( 0 21 ) @ est-elle
-1 3 2
injective 7 Surjective 7 Donner une base de Ker(yp) et une base de Im(yp).
Si on étudie AX = 0 on trouve (x, —x,2z). Donc ¢ n’est pas injective et le Ker est de
dimension 1. Par conséquent ¢ n’est pas surjective.
On doit trouver une base de I'image (sous-espace vectoriel de dimension 2 par le théo-
reme de la dimension), qui est engendré par les vecteurs colonne de A. Les vecteurs
(—3,0,—1) et (1,2,3) sont libres et donc ils donnent une base de I'image.

3. MATRICES ; RETOUR SUR LES SYSTEMES LINEAIRES

0 m m?
Exercice 12. Soit m #0. Soit M = 1/m 0 m
1/m? 1/m 0
(1) Calculer M2 — M — 2I. En utilisant le déterminant, déduire que M est inversible.

(2) Exprimer M~! en fonction de M et de I et finalement trouver I’expression de
M-t

01 1\ "
(3) Calculer [ 1 0 1
11

0

(1) M2 — M — 21 = 0 donc M(M — I)/2 = I. Par les propriétés du déterminant,
det(M)det(M — I) # 0 et donc det(M) # 0. Par conséquent M est inversible.

—1 m  m?
@ M1=2AL-1( 1/m -1 m

1/m? 1/m -1
(3) 11 suffit de choisir m = 1.

rt+y=a
Exercice 13. Soient a,b,c € R donnés. Calculer les solutions de { y+ 2z =105 en
r+yt+z=c

écrivant ce systéme sous forme matricielle.

—
—_ = O

|

est inversible car son déterminant est non nul. Par conséquent X = P~'(a,b,c)? = (—b+
c,a+b—c,—a+c).

1
Ce systéme peut s’écrire comme PX = (a,b,c)’. On remarque que P = ( 0
1
T



tr—y =2
Exercice 14. Résoudre le systéme { 2tx +y =0 en fonction du parametre t € R.
(t+1y=2

Le rang de la matrice des coefficients A vaut 1 si et seulement si ¢t = 0.

Sit =0, le rang de la matrice compléete M vaut 2 et donc le systéme n’admet pas de
solutions.

Sit # 0, le rang de A est 2. Le rang de M vaut 2 si et seulement si t = —5/2. Dans ce
cas le systéme admet une solution qui est (—4/15,—4/3).

-3 1 2
Exercice 15. Soit A = ( 0 21 ) On considére AX = (a,b,c)”. Montrer que
-1 3 2

soit ce systeme n’a aucune solution, soit il admet une infinité de solutions de la forme
A1, -1,2) + &, ot AG = (a,b,c)T.
Suggestion : Reprendre ’exercice 11.

On a déja vu dans l'exercice 11 que 'image de ¢(x) = Az a dimension 2. On a aussi vu
qu’une base du Ker est (1,—1,2). Il y a donc deux cas :
e (a,b,c)T ¢ Im(p) ce qui implique qu'il n’y a pas de solutions.
e (a,b,c)T € Im(yp).
— Si (a,b,c)T = (0,0,0)T alors X7 est colinéaire a (1, —1,2).
— Si (a,b,¢)T # (0,0,0)T alors il existe & tel que o(&) = (a, b, ¢) et tout vecteur
de la forme &+ vecteur du Ker est solution.

Exercice 16. Utiliser le déterminant pour montrer que (4, —2, —2), (=1, —-3,2),(-3,2,2)
sont linéairement indépendants.

Il suffit de montrer que le déterminant de la matrice dont les colonnes sont les trois
vecteurs ci-dessus est non nul.

Exercice 17. Soient P, M deux matrices carrées, soit P inversible. Montrer que la trace
de M est égale & la trace de P~ MP.

On sait que tr(AB) = tr(BA). Par conséquent tr(P~'MP) = tr(MPP~') = tr(M).

a+1 a—1 0 a
E i 18. Soit A = 0 1 1 1 Mont le dét i td tt
xercice 18. Soi = b_1 b 41 0 |- ontrer que le déterminant de cette
1 -1 0 0

matrice est un multiple de ab.
On peut développer par rapport a la derniere colonne.

Exercice 19. Soit A une matrice n x n. Montrer que det(—A) = (—1)"detA.
—A = —1I,A. Il suffit d’appliquer le théoréme de Binet.

Exercice 20. Calculer le déterminant de

1 1 1
a b ¢
a2 v A2

Développer selon la premiere colonne; ensuite factoriser par (¢ — b). Résultat : (¢ —
b)(a —b)(a —c).



4. CHANGEMENT DE BASE

Exercice 21. Dans R? on consideére la base B = {(1,0,2), (2,1, —1),(3,0,7)}. Ecrire les
coordonnées de (z,y, z) dans cette base.

La matrice de passage de la base canonique & B est la matrice P._, g dont les colonnes
sont les composantes des trois vecteurs de B. Pour calculer les coordonnées de (z,y, 2)

7T —-17 -3

dans B il faut calculer Pcfi 5 on obtient 0 1 0 . Donc les coordonnées de
-2 5 1

(z,y,z) dans B sont données par Pc_ié(x,y, )T,

Exercice 22. Soit F la base canonique de R3 et F = {ﬁ = (1,0, 1),]@ = (0,1, 1),]‘_‘;; =
(1,1,1)}. Calculer la matrice de passage de E' & F' et puis de F' a E. Soit X = (a,b,c) un
vecteur exprimé dans E. L’exprimer dans F'. Soit Y = (a/,V/, ¢’) un vecteur exprimé dans
F. L’exprimer dans E.

1
La matrice de passage de F a F est Pp_p = ( 0
1

—= = O
— = =
\_/

La matrice de passage de F' a F est PEL P
Les coodonnées de X dans F sont Py, 1(a,b,c)7.
Les coodonnées de Y dans E sont Pr_,p(a’,t/,c)7.

Exercice 23. En R?, on consideére la base canonique. Soit

p: R? — R?
(ﬂ?l,xg) — (331 — 2:172,4332 — 2(15'1)

(1) Déterminer la matrice M de ¢ dans la base canonique.
(2) Les vecteurs 2¢3 — €7, €1 + €3 constituent une base B’ de R2. Donner la matrice de
¢ dans cette base.

(1) Les colonnes de la matrice M sont (1,—2) et (—2,4).

(2) La matrice de ¢ dans la base B’ est P"!M P, ot P = ( _21 i )
Exercice 24. Dans l'espace des polynémes de degré inférieur ou égal a 2, soit ¢ 'appli-
cation qui associe & P le polynome (1 — x)P'(z) — 2P(x).
(1) Déterminer Ker(p), Im(p).
(2) Montrer que B = {1,z,22 — 1} est une base de I’espace des polynéomes de degré
inférieur ou égal a 2. Déterminer la matrice de ¢ dans cette base.

©(P) =0ssi (1 —a)P'(z) =2P(x) ce qui donne P = 0 donc Ker(p) est le polyndéme
nul. Par conséquent 'image de ¢ est tout I'espace.
Il suffit de montrer que {1, z, 22 — 1} est libre (car elle est composée de trois polynomes
dans un espace de dimension 3).
-2 1 0
La matrice qui représente ¢ dans la base canonique est A = ( 0o -3 2 ) La
0o 0 -4

1 0 -1
matrice qui représente ¢ dans Best P71AP, ou P = ( 01 0 ) .
0 0 1



5. DIAGONALISATION/TRIGONALISATION D’UNE MATRICE

Exercice 25. Montrer que A et AT ont les mémes valeurs propres.

Si A est une valeur propre de A, alors 0 = det(A — \I) = det(A — M\)T = det(AT — \I).
Donc \ est une valeur propre de A7

Exercice 26. Soit M une matrice carrée. Soit \g une valeur propre et supposons que
Ker(M — \oI,) ait dimension n — r. Montrer que le rang de M — A\, vaut r.

Par le théoreme du rang, I'image de M — Aol vaut r. Ceci est la valeur du rang de
M — Xl

Exercice 27. Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables ?

9 1 -3 13 -23 2 10
AZ(—QO) B=| 13 4 6 C=|-141
-23 6 17 0 0 5
(1) det(A— M) =A% — 2\ +2#0.
(2) B est diagonalisable sur R car elle est symétrique.
(3) det(C — A1) = (5 — A)(3 — A\)2. Donc 5 est une v.p. simple et 3 est double. Il faut
donc aller voir si ’espace propre relatif a 3 est de dimension 2. Il se trouve que

(C—=3I)X =0ssi X = (x,2,0). Donc la dimension de ce sous-espace propre est 1
et donc C n’est pas diagonalisable.

6 0 0
A= —-11 -5 -33
0 0 6

est diagonalisable et trouver une matrice diagonale D et une matrice de passage P telles
que A= PDP™!

Exercice 28. Montrer que

Les racines du polyndéme caractéristique sont —5,6,6. On va chercher les sous-espaces
propres. Pour A = —5 on trouve {(0,y,0),y € R}. Pour A = 6 on trouve x + y + 3z = 0.
Le sous-espace a donc dimension 2 et une base est {(0,—3,1),(—3,0,1)}. Donc A est
diagonalisable.

Alors D = P~1AP, ou

Exercice 29. Soit A = (

Quel est le rang de A? En déduire que 0 est une valeur propre.
Calculer le polynéme caractéristique et déduire que A est diagonalisable.

1)
2)
3) Diagonaliser A.
)

(
(
(
(1) Si on échelonne A on trouve une colonne nulle. Donc le rang de A est 2. Ceci
implique que X — AX n’est pas surjective et par conséquent pas injective. Il
existe donc un vecteur non nul dans le Ker, c’est -a-dire que Aid = 0 et donc 0 est
une valeur propre.

Une deuxiéme méthode : si on échelonne A on trouve une colonne nulle. Donc le



déterminant de A est 0, autrement dit, il existe un vecteur non nul dans le Ker de
A. Ceci veut dire que 0 est une valeur propre.

(2) Le polyndme caractéristique possede trois racines simples : 0,1,2. Donc A est dia-
gonalisable

(3) 11 faut chercher des vecteurs propres : pour 0 on trouve vy = (1,—1,0); pour 1
on trouve v = (0,1,1); pour 2 on trouve v3 = (1,1,0). Donc P~ AP =matrice
diagonale ayant sur la diagonale 0,1,2, P =matrice ayant comme premiere colonne
v, comme deuxiéme v et comme troisieme v3.

3 -1 -1
Exercice 30. Diagonaliser A = ( 0o 2 0 )
-1 1 3

Le polynéme caractéristique a comme racines 2 (double) et 4. F4; a dimension 1 et
un vecteur propre est (1,0, —1). Pour Fy on trouve x = y + 2, donc on a deux vecteurs

11 1 2 00
propres : (1,1,0) et (1,0,1). Alors P=1| 1 0 0 et PT1APest [ O 2 0
01 -1 0 0 4
7T 3 -4
Exercice 31. Montrer que A= —6 -2 5 n’est pas diagonalisable.
4 2 -1

Le polynome caractéristique est —(A — 1)2(A — 2). On va étudier la dimension de Ej.
On voit que A — I a une colonne nulle et les deux autres ne sont pas proportionnelles
I’'une avec l'autre. Donc cette matrice a rang 2. La dimension de F; est la dimension du
Ker(Aj), égale a 3 — 2 par le théoréme du rang. Donc A n’est pas diagonalisable.

Exercice 32. En R? on considére la base canonique. Ecrire toutes les applications linéaires
non injectives telles que T'(e1) = e1+e3, T'(e2) = e2. Parmi ces applications, chercher celles
avec valeur propre 2.

1 0 a
La matrice associéeest A= 0 1 b ) . Puisque 'application est non injective, alors
1 0 ¢
det(A) =0 et donc a = c.
1 0 a
On cherche alors les conditions pour lesquelles A = ( 01 b ) a comme v.p. 2. Le
1 0 a

polynéme caractéristique est A(1 — X\)(A — (a + 1)). Par conséquent a = 1.

Exercice 33. Dans 'espace des polynémes, on considére 'application "dérivation". Mon-
trer que 0 est la seule valeur propre.

Pour toute constante ¢ € R, la dérivée est 0, donc 0 est une v.p.. Viceversa, la dérivée
d’un polynoéme P de degré n > 1 a degré n — 1 et donc on ne peut pas avoir der(P) = AP.

2 2 -3
Exercice 34. Trigonaliser la matrice A = 5 1 =5
-3 4 0
1 2 -3
Le polynéme caractéristique est (A —1)3. On pose N = A — I = 5 0 =5
-3 4 -1

(1) KerN = {(z1,x2,23) : x1 = x9 = x3}. On peut donc choisir v; = (1,1, 1).
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2 -1 -1
(2) Si on calcule N? on obtient 10 ( 2 -1 -1 ) KerN? = {(x1,22,23) : 221 —
2 -1 -1

x9 — x3 = 0}. On peut donc choisir vy = (1,2,0) € KerN?\ KerN. On remarque
que Nvg = 5v1 et donc Avy = bvy + vo.

(3) Si on calcule N3 on obtient la matrice nulle et donc Ker N3 = R3. 1l suffit donc
de trouver un vecteur vz pour compléter vy, vy en une base : vs = (1,0,0) par
exemple. On remarque que Nvg = (1,5, —3) = avy + bvg pour a = —3 et b =4 et
donc Avs = —3wv1 + 4wy + v3

Alors dans la base {v1,v92,v3} la matrice associée & 'endomorphisme est

15 =3
01 4
0 0 1

et la matrice de passage est la matrice ayant comme colonnes les coordonnées de vy, vo, vs3.
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