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Introduction : mais c’est quoi une fonction ?

Situation - Une grande vente de tee-shirts de marques est organisée dans un outlet, au prix de 10 euros, quels que
soient la marque et le modeéle. Pour s’y rendre, le trajet colite 5 euros. Observons les choix que peut faire un

consommateur, en notant les situations de la maniére suivante : quantité (de t-shirt) achetée — coiit total.

Combien cofite I'achat de 1 t-shirt, trajet compris ? A ) J\—‘:;A%w\ex ....................................
Onnote:1 +— /\5
Combien cofite 'achat de 5 t-shirts, trajet compris ? 40&5%%:55 ...........................................................

Onnote:5 — .S 4.,
Sile consommateur se rend sur place mais n‘achéte aucun t-shirt, combien aura-t-il dépensé ? RSN TEUN- N
Onnote: . (> 5. .

Chacune de ces fleches correspond a une association. On peut représenter ces associations de plusieurs facons.

1) Un tableau de valeurs i Gt

Le tableau associe a chaque shirt acheté(s) - O L s i L AnfcaeRents

quantité achetée le coiit pour Somme totale £ - 15 s | A0S |9 g‘ images
dépensée | TNV T | 7T TTo T ' g

le consommateur. En termes

mathématiques, le nombre de pieces achetées correspond a un antécédent, le prix payé a une image.

Imagede 5 ? N Image de 0 ? e Image de 10? AQX&Q‘X“%;AQS ...........................
Antécédent(s) de 557 ....... < O
On dit que ce tableau définit une fonction, qu’on appelle f. Pour désigner « I'image de 1 », on note : f(1).Ona:
colt pour 5 t-shirt achetés = f( 5) = gg colt pour 1 t-shirt acheté = f( /\) =.A8

cott pour 20 t-shirt achetés = f( 9\.0 ) = /\02&9\@*‘5:9«05 ........................................................

2) Mais on utilise généralement une formule. A tout réel x, la fonction f précédente associe 10 X x + 5.
Onnotef :x+—10xx+5.

Dans cette relation, x correspond a la quantité (de t-shirt) achetée, et 10 X x + 5 au cofit total.

« L'image de x » se notant f(x), on écrit aussi cette relation sous la forme de I'égalité : f(x) =10 x x+ 5.

On dit que c’est la formule de la fonction. Dans cette relation :

f( X =10Xx+5
qua:::tité / colit totai
\antécédent/ image
Calculer I'image de 15: ....... LAE):/\QK/’\Q*S;./\Sa ......................................................
nterpréter: oD o A o ek 5 e S ey At
etinterpréter : .\ St mas.. 0. AS L oA v LTS BRI SN \x\‘ﬁml‘ﬁmw/\g\muﬁ
Vérifier que 8 est un antécédentde 85 : .4 (2. ). 5. A0 %2525 I <

) \ , - . N
et interpréter : L\Cl.L\\(.»,kc\,iQt' A(fu = \’\1 t‘\sa,& &350 Smnnes, (\Bv\ . ,..Qr.:;.\;.k. [T XN Laanen
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Extrait de la « boite a outils »

Définition - Définir une fonction sur 'ensemble D, c’est associer a tout nombre x de I'ensemble D un unique
nombre réel, appelé image de x par f, noté f(x) et prononcé « f de x ». On peut alors écrire : x — f(x) .

Ex - Si la fonction f associe a 2 le nombre 5, on peut noter I'association de quatre fagons :

a)f:2—5 b) 2 a pour image 5 c) 'image de 2 est égale a 5 d)f(2)=5
Définition - Dans l'association : @ *— b, qui s’écrit aussi f(a) = b, on dit que a est un antécédentde b .

A savoir - f a — 2 s'écrit aussi f (g) = Q

a estun antécédent de b bestl'image dea dans les parenthéses: antécédent de l'autre coté : image
Remarque - Pourquoi cette différence entre I'image et un antécédent ? L'image d'un nombre est unique. Par
contre,siona:2 +— 4et12+ 4,alors 4 a plusieurs antécédents : un nombre peut avoir plusieurs antécédents.

L’association réalisée par la fonction peut se faire de plusieurs manieres :

Un tableau de valeurs
Imagede—2710 Imagede07? -1
Antécédent(s)de2?1et3 f(x) 10 2 =3 2 images

x -2 1 0 3 antécédents

Une formule - Par exemple, si une fonction f associe a tout nombre réel x son double 2 X x (ce qui donne

1—2x1=2;3—2x3=6;5+—2x5=10etc),onnote x +— 2 X x, ou encore f(x) =2 X x.

A) Pour calculer I'image d’'un nombre a par une fonction f, on remplace x par a dans la formule de la fonction f.

Exemple:si f(x) = 2 X x -+ 6,alors 'image de 2 estle nombre: f(2) =3x2+ 6 =12.

B) Pour vérifier que le nombre a est un antécédent d'un nombre b, on vérifie que I'image de a est égale a b,
c'est-a-dire que: f(a) =b.
Exemple : on reprend f(x) = 3 X x + 6. On veut vérifier que 10 est un antécédent de 36.

On calcule I'image de 10 : f(10) = 3 X 10 + 6 = 36. Donc 10 est bien un antécédent de 36.

Exercice B - Soit f définie sur R par f(x) = 5¥2 — 3. Vérifier que 3 et —3 sont deux antécédents de 42.
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Fiche n°1 - Des fonctions et des courbes

L'objectif de cette premiére fiche est de comprendre et de savoir utiliser les notions de base sur les fonctions dont

on a besoin en économie.

A) Lectures graphiques : modélisation simplifiée d’un processus de production

a We LA
CR Y WNYNL(

Une entreprise produit et vend un tissu en

\&L b. N

-SUtru TR : h |

QAN
1

coton de forme rectangulaire de 1 métre de

large ; on note x sa longueur exprimée en sy

kilométres, x étant un nombre compris

7

entre 0 et 10. On définit les fonctions C et

R donnant respectivement les cofits et la 4060

s :
= de la fonction R /

recette pour la fabrication et la vente de =

tissu de x kilomeétres de longueur.

rd /

A
|
-

Comme I'entreprise peut choisir de 2000 , Courbe ‘:” la_fonction C.
: s . , : |
produire de 0 a 10 km de tissu, on étudiera i —/ i

,.’
: E [
nos fonctions uniquement pour ces valeurs, | cixa A
" , ;i i QN A
et donc sur l'intervalle [0; 10] : c'est 0 % ; 10

I'’ensemble de définition de la fonction.

] 3 Sl 5 5 7
! Longueur du tissu en km
gl

Les courbes représentatives des fonctions C et R donnant respectivement les cofits et la recette pour la

fabrication et la vente de tissu de x kilométres de longueur sont données dans le graphique ci-dessus.

1. Quel est le cotit de production de 6 kilométres de
(L= R 1 QO£ AN D
2. Quel est la recette attendue par I'entreprise si elle
arrive a vendre 6 kilomeétres de tissu ?

...... e HACD 2 aunes....

3. En déduire par un calcul le bénéfice attendu.

...... L A0Q.=409C.=.2.400....

Sﬁk\ = BRIV, vy z\,.c.u(3 L.s‘......s?x.f.\....c.LtC Qe

4. Mémes questions pour 2 kilomeétres de tissu.

...... Cc o danant e AL £

...... \ o .Lk..k&

"T:w f\ué‘ ol T

AR ANUOQE
A0 - ALQO. = ..

—‘L v\m\:} Ve W .rm . 4\ \gk’_M“%LLx....fﬂ.&b(‘LL\

5. Lentreprise a-t-elle intérét a produire moins de 2

kilometres de tissu ?

N §?§'j.‘..\:.....).:&E..ﬁ.&t.\nn.x‘kiz&..&.\.&& k\.ﬁ{x n e JK(:\, <.
3. (e &N\

{hw&\: R o ¥ 3 W <\Q a’.\rt.ua G\}. .....

6. Le directeur veut savoir combien de kilometres de
tissu il peut produire pour un colit de 3 400 euros.
Donner la réponse a partir du graphique en trouvant

la yaleur de x pour Iaquelle C(x) = 3400.

P-.\.\.M!.}..L \L (i\-»u..
........ o\ &\.& &0 S NP
7. Résoudre graphiquement I'équation R(x) = C(x).

A quoi correspond le résultat trouvé ?
P\lx\ Sl o NI W,
~>€.‘m~\r )Cs.'\ g(&.l\c SN EOVN C\m. hﬂw\

N \; \
}

.1}.\..&&\.. AASKS., 1 : ‘}r. k.:N\

o

wa, /hm-(uw\&: >i ¥ v\.«%\&ﬁ {&\» (\-\*L

8. Résoudre I'inéquation R(x) = C(x) et interpréter..

..... AR >(e).

onaae S0 ’:wj

L ‘L\‘;\&AT&“ XK \nx"s.«.,&,.\.am c\ma .......... AL ol

L «,K&L‘_ t.xu..;. ...... \.m..sm. «2..\%\:\:\
R k (3 [a ................ \,..x‘ 'k.T\,‘x\/&.L ................
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B) Variation, minimum, maximum : modélisation simplifiée d’un processus de
production <

Somme en €

On a représenté ci-contre, PN bl Kl R ko i sl el
; | %

] e
la courbe de la fonction B gl NER RN \\
o |
1008 { i
|
|
i

‘ourbe 1@ lmjorzc tion B

'f‘\

donnant le bénéfice pour

la fabrication et la vente de

tissu de x kilometres de 0 o

(58]

o

longueur, sur l'intervalle ot
[0;10].

Longueur du tissu en ki

1. L'entreprise est déficitaire si elle réalise un bénéfice négatif. Résoudre graphiquement I'inéquation B(x) < 0.

Interprete1 B &"2\\. .05 P&L\“\lm LA [»C‘ 9, J.eax. € (.J\& "LC,...) ...................................
L S s.x\'\-i V\L&&L ............. »\\L .88, 3{1. N, (&t \m”:\.u. %\EL . Qu\x PLEJA&U..L\‘ AreSSTLNLS. u\@l\"»
2. Pour quelles valeurside x (longueur é{l tlssu] le beneﬁce del’ entreprise augmente-t-il (bénéfice croissant) ?

........................................... rw JRE, L&f A Q; L{_}

3. Pour quelles valeurs de x (longueur du tissu), le bénéfice de I'entreprise diminue-t-il (bénéfice décroissant) ?

?W\’K&LQQL&\AQ] ........................................................................................

4. Pour quelle valeur de x le bénéfice est-il maximal ? X 0 Qz \\‘ 10
1
.......................... C;&.A.)n....(.XT...T;T..C?..‘.L\................... Variationsde Ia ‘,12\00
5. Compléter le tableau ci-contre en vous aidant des fonction de i
questions précédentes ‘ bénéfice ' _
: L oo oo

S R S R S S T T T e e

Point cours : vocabulaire des fonctions et des représentations graphiques

Soit f une fonction, définie sur un ensemble D. Cela signifie qu’a chaque nombre x de 'ensemble D, la fonction

associe un unique nombre réel, son image f(x). Cet ensemble D s’appelle 'ensemble de définition de f.

Définition - La courbe représentative de la fonction f dans un
repére est I'ensemble des points M (x ; y) dont les coordonnées x

et y vérifient les conditions (1) x € D (f(x) existe) @) y = f(x).

Du fait de cette définition, on emploiera le vocabulaire suivant :

— l'axe horizontal (abscisses) est I'axe des antécédents.

’

— l'axe vertical (ordonnées) est 'axe des images.

La courbe représentative de f se note : Cy .

Définitions - 1) On dit qu’une fonction f est strictement creissante sur un intervalle I lorsque, pour x dans cet
intervalle, en effectuant une lecture graphique de gauche a droite, les images f(x) sont de plus en plus grandes.
2) f estdite strictement décroissante sur un intervalle I si les images f(x) sont de plus en plus petites.

3) La plus grande des images f(x) pour x appartenant a I s’appelle le maximum de f sur I.

4) La plus petite des images f(x) pour x appartenant a un intervalle / s’appelle le minimum de f sur I.

Le maximum et le minimum d’une fonction se lisent sur 'axe des images.

e e e e e e e e = e e e e e e e e e e e e e e = e = = e mm e mm e e e e = e e e e = e e e e e e e em me mm mm e mm e e e e e e e -

) e e B e i e e AT e ) o T
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Fiche n°2 - Nombre dérivé et fonctions d_érivée

Obtenir le tableau de variations d’'une fonction est un outil précieux en économie : si la fonction étudiée est celle du
bénéfice, ce tableau permet de savoir a quel moment le bénéfice croit, décroit, est maximal, est minimal. Si les
tableaux de variations peuvent s’obtenir a partir d'une courbe, on veut désormais se passer d'une telle
représentation graphique : I'objectif de cette fiche est ainsi de savoir établir un tableau de variations par un autre
moyen. Pour cela, nous aurons besoin de notions pré-requises : celle de coefficient directeur d’une droite, celle de
nombre dérivé et enfin celle de fonction dérivée. Ces notions vont nous faire gagner un temps précieux en exercice.

A) A la découverte des fonctions affines et de leur représentation graphique

Découverte des fonctions affines - A I'ouverture d'une patinoire, les gérants proposent trois tarifications:

e pour la premiére formule, 'abonnement annuel cofite 10 euros, puis on paye 1 euro par entrée.
On pose x le nombre d’entrées dans 'année, et f (x) le prix payé avec cette premiére formule. Calculer f(3) et
interpréter: f(3) = AO-\%){/\;/\Q-\gm/\E3@»&\:&.41)\.“&;/\\.&&@“\\&/\?;‘@« ...................
En déduire la formule de la fonction : f(x) = AQAXEA = RIAQ. = ax + baveca = A.....et b = AL

e pour la deuxiéme formule, 'abonnement annuel colite 5 euros, puis on paye 2 euros par entrée.
On pose x le nombre d’entrées dans I'année, et g(x) le prix payé avec cette premiere formule. Calculer g(3) et
interpréter: g(3) = A NS A Yoo D Bt V\\G\ful..’) ...... (e \,\kﬁw\/\/\’ﬁi .............................................
En déduire la formule de la fonction : g(x) = Saxxm 2% a5 = ax + baveca = 2... eth = S

e pour la troisieme formule, on ne paye pas d’abonnement annuel, mais on paye 3 euros par entrée.
On pose x le nombre d’entrées dans I'année, et h(x) le prix payé avec cette premiere formule. Calculer h(3) et
interpréter: h(3) = S S \5 %u\.\:\.sﬂé.s....&x.&u R4 \.\: ..... 3 B I IS
En déduire la formule de la fonction : h(x) = 32:.._ ......................... =ax + baveca = - et b = 8.

Ces trois fonctions ont une formule de la forme « ax + b », on dit que ce sont des fonctions affines.

Représentation graphique d’une fonction affine

16
On a représenté graphiquement les trois fonctions f, g et h dans

un repere. Que dire de ces trois représentations graphiques ?

............ Q.. AN M. N ‘\:t?-’)

On les appelle alors respectivement : d; ,d, et d5 .
Avec 12 euros, quel est la formule qui permettra d’aller le plus de
fois a la patinoire dans I'année ? —Q.ukg(t ) M&NLL\

A partlr de 5 entrées quelle es la formule la plus économique ? -

o Ao Porwonda.. Lg)\ NS Asuad2hd \)s

5
Comparer des pentes - Parmi ces trc;:idrmtes,‘aqvel ilaplus /4/

&

2.... puis ¢ "est .CA .. et 3

A Le coefficient directeur d’une droite 2
1

pentue, c’'est-a-dire la(ilus inclinée ? .

la moins pentue est

est un nombre permettant de décrire « sa pente » : plus il est

£

y

=
N
(5]
©
1
(2]

grand, plus la droite est pentue. Compléter avec > ou <:

coefficient directeur d, 4. coefficient directeur de d, é coefficient directeur de d; .
4




Calculer un coefficient directeur - Pour calculer le coefficient

directeur d’une droite, on applique la formule :

; . Ay
coefficient directeur = L

Calculer le coefficient directeur de la droite d5 de deux maniéres

différentes (avec Ax = 1 puis avecAx = 2):

{2‘&’ = =B A4 -6 -3

Calculer le coefficient directeur de la droite d, :

by _ 2 -,
Ao A

Calculer le coefficient directeur de la droite d; :

i [\ ] w\n (o] Y | [o5]
- - -
i
i "%
H
%4% e
i
i
U T
i
i
]
i
1
§
H
i
o g
L
]

1
o o ;3, *._.»....5.__
A .= 4 A E Ne -9 ; ;
- = -—w;mm;mnmm R “»"-x -
A= = /o ! ) i
. o oo e g o g
Retrouve-t-on les comparaisons effectuées page précédente ? v b . : !
.......................................... < S o 1 2 3 4
Lien avec les fonctions affines - Compléter le tableau. e
Fonction affine Formule ax + b avec: fastiicien® dlrecteur Compléter : Colit d S pl_ace
de la droite supplémentaire :
fE@)=1x410 | 8= . B | D=8 m= /\ a.=m /\ ..... = ..
: S
gx) =2x+5 a= 2,( b= S ..... m= 2.1 a.=m | ... o s =
h(x) =3x+0 a=.2.. b= /:.,/ ..... m= 5 az-—=m %%

On remarque que le colit d’'une unité supplémentaire est constant : il est le méme qu’on ait déja acheté 3 ou 5

entrées. Il est égal a la fois au coefficient a de la fonction affine et au coefficient directeur de la droite.

e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e -

Point cours et point méthodes : fonction affine, droite, coefficient directeur/pente
Définition et théoréme - Une fonction f définie sur R est dite affine s'il existe deux nombres réels a et b tels que
pour toutx € R, f(x) = ax + b . La représentation graphique d'une fonction affine est une droite.

Définition et théoréme - Le coefficient a s’appelle le coefficient directeur de la droite (ou pente), et si la

fonction f exprime un cofit, il est égal au colit d'une unité supplémentaire : on l'appelle aussi colit marginal.

Lorsqu’une droite est tracée, on calcule sa pente en reliant deux points de la

droite d’abord horizontalement puis verticalement, puis on applique la formule :

. . 4y
coefficient directeur = —.
Ax

A retenir - Si la droite monte, son coefficient directeur est positif.

Sila droite descend, son coefficient directeur est négatif.
Sila droite est horizontale, son coefficient directeur vaut 0 (est nul).

Sila droite monte, plus son coefficient directeur est grand et plus la droite est pentue.

e e e e e e e e e e e e e e e e e e e m e e e e e e e e e e m e e e e e e e = = = e = = e = = - = - = - - - - - - - - - ——
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/Méthode 1:calcul d’'une pente\

Exemple 1 - Compléter les deux tableaux correspondant aux droites.

1) Choisir deux points a
coordonnées entieres ;
2] construire un triangle ;
3) lire Ax et Ay en comptant les
carreaux : attention, Ay est

négatif quand on descend (et

Ax est négatif quand on recule) ;

4) appliquer la formule %.

\_ P

Droite | Signe de la pente (+,—,0)

Pour le premier calcul de pente, vous pouvez vous aider du Ax et du Ay déja tracés.

Droite Calcul de la pente Droite Calcul de la pente
Ay A )
d, q - A = O, 5 dy sl I ’_/,\__‘—:“C\S
oy o A= L

d; ¥ =4 =0

Exercice d’entrainement

Exercice 2 - a) Compléter le tableau :

Droite | Signe de la pente (+,—,0)

b) Calculer les coefficients directeurs.

R o o
%:Epfg—-:zpfSL'03IP(q
0:fpi—tp
‘+:€p—:% 4+ :Tp (- Z9dDIaXY




B) Tangente et nombre dérivé

Calcul du coiit d’'une unité supplémentaire avec une fonction a la formule plus compliquée

Une entreprise de confitures produit et vend de la confiture de fraises. Par jour, elle peut produire entre 0 et 10
tonnes de confiture. Pour une production de x tonnes (avec x compris entre 0 et 10), on note C(x) le coiit de
production de ces x tonnes (en euros).

Pour tout x € [0;10], le colit est donné par la

formule C(x) = 15x3 — 180x% + 1070x + 500.

3000

C estreprésentée ci-contre par une courbe C.
2000
Combien cotite a 'entreprise la production de 2

tonnes de confiture ? Répondre par un calcul.

CLA) = ASx2 =ABOX L ARXL &S00 |/ T

............ R P Y- TON =N

Combien coite la production de 3 tonnes ? ¢ ! 2 ¢ 4 ’ ¢
CLR) = ASK 32 ARRX I FACIRXRIA00. 2. A S e

Sil'entreprise a déja produit 2 tonnes, combien lui cotite la production de la 3¢me tonne ? Répondre par un calcul.
.............. B‘ZLQQP.DAQCLLQ:L\SS%\.U\Q‘Q*
Le cotit de production de cette 3¢me tonne s’appelle le cotit d’'une unité supplémentaire pour 2 tonnes déja
produites. On rappelle que la fonction € a pour formule :

C(x) = 15x3 — 180x? + 1070x + 500.

4000 - g e et il e

B(4; 3100)

3000 f o -nn-- ; Y P b

C est-elle une fonction affine ? .2 Mu e

Contrairement au cas des fonctions colits affines pour
lesquelles le cotit d'une unité supplémentaire était constant

n . B o E . 2000 SRS ——
et égal au coefficient a, ce cotit va ici varier...

Pour en obtenir une valeur approchée « plus rapidement »,

, L. L, . 1000, s o o o e
les mathématiciens ont créé de nouveaux outils ! / ‘
Coiit marginal et pente de la tangente
A savoir - L'axe horizontal s’appelle I'axe des abscisses. ° 1 2 3 4 2 s

Sur le graphique ci-contre, on a placé le point A d’abscisse 2 sur la courbe C, et on a tracé une droite appelée
tangente a C au point 4 d’abscisse 2 : cette droite a été tracée de telle sorte qu’elle passe par A et qu'elle
« colle » a la courbe € au niveau du point 4 (imaginez en quelque sorte qu’elle soit « posée » dessus).

On appelle « cofit marginal pour 2 tonnes produites » la pente de la tangente a C au point d’abscisse 2.
On admet qu'il est proche du colit d'une unité supplémentaire pour 2 tonnes déja produites.

En utilisant les points A4 et B, calculer la pente de la tangente et vérifier la véracité de la phrase annoncée.

oS 2B AR = 2400 2 00b0 SAQED . 2 B30,

R T S, St - SO s Jose SR T,
h ; U":‘“:‘ k AN AT, \(;3%%“.\ - ;:(:()s.:u\. 1\’9\!\\1\!: 2. '\a.‘\,.e;:g;k.um;. k_@.‘.\ = & LAE). ,..53_:.3%:; LWEL FX\DL (‘« s -GN L( .
Looaen

Ce coiit marginal, c’est-a-dire la pente de la tangente, prendra le nom de nombre dérivé de € en 2, noté C'(2).
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Point cours et point méthodes : tangente et nombre dérivé

A retenir - Lorsqu’une fonction f est dite dérivable en a, cela
signifie qu’au niveau du point de la courbe d’abscisse a, on peut
tracer une droite non verticale qui « colle a la courbe ».

Cette droite s’appelle la tangente a Cy au point d’abscisse a.

A retenir - On appelle nombre dérivé de f en a, et on note FL2)$---c
{2)!

f'(a), le coefficient directeur de la tangente précédente.

pente de cette

E i Ay E
Ainsi, f'(a) = pente de la tangente = — en partant de A. ;
Ax . tangente = f'(2)

A retenir - On constate déja deux phénomeénes : 1

— si la fonction est croissante, sa courbe monte, donc la

tangente monte, donc sa pente est positive, donc f'(a) = 0. . I 2

— lorsque la fonction est décroissante, sa courbe descend, donc la tangente descend, donc sa pente est

S o b o -

négative, et donc f'(a) = pente < 0. 4
(" : S , ol \
Méthode 2 : lecture graphique d’'une image et d'un nombre dérivé
Pour lire I'image de a, notée f(a) : Pour lire le nombre dérivé de f en a, noté f'(a) :
1) on partde a sur I'axe des antécédents, 1) on part de a sur I'axe des antécédents,
2) on monte jusqu’a la courbe de f, 2) on remonte a la courbe et on repére la tangente,
, . ; 4
3) on se rabat sur I'axe des images pour y lire f(a). 3) on calcule la pente de la tangente avec: ﬁ.
- ’.
Exemple 2 - 1. Déterminer les images : ; /
b L* i . A - . j
F(=3) = . Fter; F(O) = oo i F2) = Ky ]
‘)” ‘;
2. Déterminer les nombres dérivés suivants : R y /,/4 <X ' -
£ - H
G Iy N\ /
L = [ ABY =D, ol f
f!(_g) — —_— P Q/ // @ 3 ::
A & D i 12'
=T =
O - k- ?/ 9. h\ '}, S
! — { - i/
fy= J Da=zar N/

,?) o A C) ,’/,:/ l R 3 \\
ff@=-—_-="""1 /] Ny
2 /] \

5 =4 -8 =2 = 3\ 1
3. Sans calculer leur valeur, donner le signe des ¥ 4;’ 5 2 1 1 2 3
nombres dérivés suivants : ;; i b

P28 2 FOED FE e

Exercice d’entrainement

Exercice 3 - Soit f la fonction représentée ci-contre.

1. Déterminer les valeursde: f(1); f(2) et f(—3).

2. Calculer les nombres dérivés: f'(1); f'(2) et f'(=3).

3. Sans les calculer, donnér lesignede: f'(—1); f'(0); f'(4).

0> ®,J0<),f0=>0-).40
—=t=E)J0=@.f ===/

- v 3
Y=(-)e=@f 1 =(>1)f(e-gadpiaxyg




C) Fonction dérivée : du signe de f' aux variations de f .

On a déja remarqué dans le paragraphe précédent que :
- lorsque f est croissante sur un intervalle, sa courbe monte,
donc les tangentes montent, donc elles ont une pente positive, et
donc les nombres dérivés f’'(a) sont positifs ;

— lorsque f est décroissante sur un intervalle, sa courbe
descend, donc les tangentes descendent, donc elles ont une

pente négative, donc les nombres dérivés f'(a) sont négatifs.

On va désormais considérer un nouvel outil : la fonction dérivée
de f, ou plus simplement « la dérivée de f ». On la note f’, et elle

associe a tout nombre x le nombre dérivé de fenx : x — f'(x).

Exemple - On a représenté ci-contre en trait épais une fonction f,

dontla courbe s’appelle Cy. La droite T tracée en *
|

pointillés est la tangente a Cr au point 4 d’abscisse 2. i

Compléter:ona f(2) = L\ .................

etf'@= =3 - -7

A

On a également tracé en trait fin ci-contre la courbe de la

fonction dérivée f'. Elle permet de lire directement des
nombres dérivés : indiquer par des fleches comment la

courbe de f' permet de lire directement f'(2).

Compléter alors les pointillés suivants :
—de 0a1,lacourbe de f’ est située Mnl‘ﬂ.x’.}’\r&qx

de I'axe des abscisses, donc les nombres dérivés sont tous

....... poen. Yas #....... donc les tangentes ’mfi.\bwk
et donc la fonction f est ....Lf\,‘c:;\;:x’.\m«:.\zi.\.ﬁ.&... sur [0;1]
- de 1a 3,lacourbe de f’ est située ..'.Qﬁ’%-CL_-EL-’.){:.)&%.L..fB
de I'axe des abscisses, donc les nombres dérivés sont tous

o N s 1%
_— W ;g_.k.‘\é:us donc les tangentes .Ax..)(i«;mrg.&m
et donc la fonction f est &@m"\cm\. e sur [1;3].

e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e = = = e = e e e e e = e e e e e = e e e e e e e e e e e e =

Point de cours et point méthode : le théoréme a retenir

Nous venons de raisonner dans le sens couiiaire, en déduisant du signe de la déiivée ie sens de variation de f!-

Théoréme (admis) - Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I. Mémo - « Pour déterminer
1) Si pour tout x € I, f'(x) > 0 alors f est strictement croissante sur [ . les variations de f, je dois
2) Si pour toutx € I, f'(x) < 0 alors f est strictement décroissante sur/ . étudier le signe de sa

3) Sipourtoutx € I, f'(x) = 0 alors f est constante sur [ . dérivée f' ».

e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e = = e = e e e e e e e = e = = = = = = = e e = - - - - - - —— -

] e i o e T e



fonction f avecla courbe de f’

les variations de f ;

/ Méthode 3 : établir les variations d’'une \

1) A partir de la courbe de la fonction dérivée
f', on construit le tableau de signes de
f'(x) en remplissant la ligne avec +, — ou 0.

2) on applique le théoreme pour en déduire

K 3) on calcule les images au bout des ﬂéchesy

~_courbe de -

Exercice d’entrainement

Exemple 3 - La fonction f est définie sur R par

il
f(x)=§x3—9x+2.

Compléter le tableau en utilisant la courbe de la dérivée f’.

X

Signe de f'(x)

Variations de f

Exercice 4 - Une entreprise vend un tissu en coton de forme rectangulaire de 1 métre de large. On note x sa

longueur exprimée en kilomeétres, x étant un réel compris entre 0 et 10. Le bénéfice (en euros) est donné, en

fonction de x, par B(x) = 15x3 — 180x2 + 540x + 500.

1. Recopier et compléter le tableau ci-dessous en utilisantla | 1500 F

H

courbe de la fonction dérivée B’ donnée ci-contre.

X

0 10

Signe de B'(x)

Variations de B

Quatrc images seront calculées pour compléter le tableau.

2. Quel est le bénéfice maximal de I'entreprise et pour

quelle longueur de tissu est-il atteint ?

3. Mémes questions avec le bénéfice minimal.
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H
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AES Université Paris I - Panthéon-Sorbonne

Fiche n°3 - Optimisation d'une fonction polynome de degré 2

La Fiche n°2 a introduit le concept de fonction dérivée dont I'étude du signe permet de déterminer les variations
d'une fonction. Jusqu'a présent, nous déterminions le signe de la fonction dérivée graphiquement. Nous allons,
pour une certaine catégorie de fonctions, établir les méthodes de calcul permettant de calculer et d'étudier le
signe de la fonction dérivée.

A) Etude du signe d’une fonction affine

Rappel sur les fonctions affines - On rappelle qu’une fonction est dite affine s'il existe deux nombres a et b de

sorte que pour tout réel x, f(x) = ax + b . Une fonction affine est représentée par une droite, et le coefficient a

s’'appelle le coefficient directeur de la droite, ou encore sa pente.

Un premier type de fonctions affines - L'été dernier, Léa a vendu des plats cuisinés sur la plage. En posant x la

quantité (en kg) de nourriture vendue, on appelle f(x) le bénéfice réalisé par Léa (en euros). Léa a calculé que la

relation entre x et f(x) était: f(x) = 2x —6. T /

uel est le bénéfice réalisé pour 2 kg de nourriture vendus ?

DL 0 E T Gy SRS, me A K . i / e

uel est le bénéfice réalisé pour 4 kg de nourriture vendus ?
TR ~» : \ - =) : 5 0 1 2 3 4 5
J i

Comme f(x) =2x—6 = o PP k(;} , f estune fonction affine |-

aveca = ,2. eth = ‘(, .On a tracé la représentation graphique

T A A Y » g0 [~2 /

de f ci-contre. Sa peiite est a = ..#4e..... eta .. ..0.Compléter le H £

cadre ci-contre dans lequel on étudie le signe de f(x) grace a des f(x) est st. négatif pour tout x ... 3

observations graphiques réalisées a partir de la droite tracée.

On résume ces informations dans le tableau de signes ci-dessous. £ (x) est st. positif pour tout x .. 3
X —0o 3 +oo
Signe de f(x) — o) —[—- A remarquer : le signe de a est situé

. - a droite du zéro !
Interprétation fi).(?!).} xkxﬂ. : kf&mé—;hgl ...... l}re. .. é)ﬁf. S

La valeur qui « annule f », et qui se retrouve « au-dessus du 0 », peut se retrouver a I'aide d'un calcul : I'objectif

est de trouver la valeur de x qui permet d’avoir 2 X x — 6 = 0. On dit qu'on résout I'équation 2x — 6 = 0.

En d’autres termes, on cherche la valeur a donner a ? pour que le calcul « 2 X ? - 6 » donne un résultat égal a 0 .

ﬂéthode 4 : résoudre une équation de la formew Exemple 4 - Résoudre I'équation2 X x —6 =0.

axx+b=0 st ot B B0 e i, 8D e iy

Pourisoler le x dans une égalité... | ... t:.:} ............... (QX X..... :..Cn ....................
1)on.commence par ajouter'ou Tetirer 6 MemMe | cossssssssssmsmmmerssmmss e s s
nombre a chaque membre pour n’avoir a gauche | ... L:—-TB ............................. =3 E— .......................
que le morceaua X x; e ————

2) on divise les deux membres par leméme | = e =S S

nombre pour obtenir une égalité de la forme x = ... 11




Un deuxieme type de fonctions affines - Imaginons désormais que le bénéfice

était donné par la formule g(x) = —3x + 6. g est une fonction affine, avec

a=mo..eth= é . Sareprésentation graphique est donnée ci-contre.

Sa pente esta = m.eta .55 0. Compléter les deux tableaux ci-dessous.

x —00 Q\; +00 Le signe 0 1 X 3
Signe de g(x) *\" 0) g S 4 \
— . a droite \
g 5 \ s -
Interprétation \D(..xu., Kivesirs | f &)C\Ql)&\\%(_z du zéro. | ‘ \

Retrouvons la valeur qui annule g par un calcul :

gx)=0 -3x+6=0 < —3x+6—..£.

g(x) est st. négatif pour tout x > 2

g(x) estnul pour x .= 2

g =3% .. 6 ¢
e —-3x=.Tn Q) E —i S x = L ...... g(x) est st. positif pour tout x < 2
I:' Point cours et point méthodes : signe d’une fonction affine N
1
i On considére une fonction affine f définie sur R par f(x) = ax + b, avec a non nul. :
i 1
! La droite représentant la fonction f dans un repere du plan coupe I'axe des abscisses en un point d'abscisse xg. :
1
| On est alors nécessairement dans l'un des deux cas suivants : !
1
1 1
: a>0 a<o :
: l
I I
I |
1 1
I I
1 1
1 1
' ke '
i
: /‘\' \I_ :
: , TN — |
1 I |
1 SR 1
1 I
I 1
1 I
} I
I |
1 |
I I
! x = Xo +o0 X —0o0 Xo +o0 :
] I
I
\ || Signede ax + b = ) e 7 Signe de ax + b i 0 = :
1
: l
1
‘\\ La valeur de x, s'obtient en résolvant I'équation:ax + b =0 !

adroitedu0;

(Méthode 5 : tableau de signe\
deax+b
1) onrésoutax+ b =0;
2) on censtruit un tableau de
signes constitué de deux

cases en mettant le signe de a

3) ajouter la solution de

ax + b = 0 «au-dessus du 0 ».

S T I T et

Exemple 5 - Donner les tableaux de signes de 6x + 30 et —5x + 10.
3

7T S o Wt S o SR AEAD =2
(f—)(o?m""go ............................. X T e e T s, . &
CT’.".V .......... .\—"5 ................. :L‘ ...... ;Lfs ................ %.. ;QJ .......... T _
aNO &AC
2 | -8 P T




Exercice Exercice 5 - Construire les tableaux de signes des fonctions : a) f(x) = 4x —3;b) g(x) = —2x + 8.

8—0=8-8+X— & 0=8+X7— & 0=(xb
"8 = Q39 7— = vdaaeauleisa O (q

e

- O + (x)6 ap audig + 0] - (x)J ap susig
0+ ¥ o— X oo+ GL'0 o— x
INBI[qEI BB UODUOP () > 72— =V jneajqeldjRUCOUOP Q< p =D
ey - - —x ey e Pl oy oc 2t 2
=L & rEey W Beis S SLUEE & p=g= E=XF <=

E+0=€+E€—xp & 0=¢—% & 0=/

= g1} = v osaeauljelss f (e

9212.19XY

B) Calculer I'expression de la fonction dérivée d’une fonction polynéme

Pour obtenir des nombres dérivés, nous devions dans la Fiche n°2 lire graphiquement les pentes des tangentes sur
la courbe de la fonction. Afin de nous passer des représentations graphiques, nous allons désormais découvrir les

formules obtenues par les mathématiciens qui permettent de calculer des nombres dérivés.

Dérivée d’'une fonction puissance

Définition - On appelle fonction puissance toute fonction f définie sur R dont I’expression est « de la forme »

(x) = x™ avecn un entier positifnonnul: f(x) = x"=xXx Xx X .. X x.
p

n fois

Le calcul de I'expression de la fonction dérivée d'une fonction puissance se réalise a I'aide du tableau suivant.

Propriété - Dans le tableau ci-dessous, pour chaque fonction puissance définie sur R, dont I'expression figure en

2¢me colonne, I'expression de sa dérivée est donnée en 3éme colonne, puis calculer f'(2) .

S - e N -
J dt;li‘(zlaelii::i:u? Expression de f Expression de f’ Calcul de f'(2)
f(x) = k (k est un nombre réel) f'x) = C a1 T 20, R——
fO) = x F100 = N (L) [ W
R
) =52 Foo=D.... | FraeB
) =3 F(x) = S;& Fr 2= A,
flx) = x* o= | F@=23%
f(x) = x™ (nentier positifnon nul) | f'(x) = N S Fi2)= [Y\..Z(Q,K»A ........

s |

o

Exemple - La dérivée de la fonction f définie par f(x) = x% a pour expression f'(x) = . L Sl

Opérations sur les dérivées Propriété - On considére deux fonctions u et v dérivables sur R.

Opération étudiée

Sif(x)s'écrit:

alors f est dérivable sur R
et f'(x) estégale a:

Somme:u+v

f(x) =u(x) +v(x)

() =u'(x) +v'(x0)

Différence:u — v

f(x) =ul) —v(x)

fix) =u'(x) -v'(x)

Produit de u par un nombre réel k :

kXu

fG) =k xu(x)

F() = kxu/(x)

13




Remarques - a) Pour dériver une fonction s'écrivant
comme une somme, on détermine la dérivée de chaque
terme puis on les ajoute.

b) Pour dériver le produit d'une fonction puissance
par un nombre réel, on multiplie la dérivée de la
fonction puissance par le nombre réel en question.

Exemples - Compléter les expressions des dérivées suivantes.

z

1) 8i f(x) = x* 22 ,dlors f'(x) = p‘l%*%’fﬁ .....
2)Sif(x)=x*=3,alors f'(x) = L‘\%;'O;L\’i$
3) Si f(x) = 5%, alors f'(x) = .S AL%. 2. A =

4)Sif(x) =3x*+2x3 —5x2 +4x + 1, alors:

) = o 3X a2 X 3z = B x 2zx Hhx AO
Py =Adme® b Ca® - AC% =4

C) Du signe d’une fonction affine aux variations d’une fonction de degré 2

5)Sif(x) =3x%2—12x+ 1, alors:
OIS &'l T § 3 G o W

............ JC T A T 3 W
6) Si f(x) = —3,5x% + x + 100, alors :
1) = =3.5%x 2% a4=A 4 O

Fl(0) = e e e

Une entreprise fabrique un modele de meuble en bois. Elle peut produire au maximum 100 meubles par jour.

Le bénéfice, exprimé en euros, réalisé par la fabrication et la vente de x meubles est noté B(x) et est donné par :

B(x) = —2,5x* + 305x — 20.

On veut déterminer le nombre de meubles que I'entreprise doit fabriquer et vendre afin de réaliser le plus grand

bénéfice possible. Pour cela, il faut déterminer le tableau de variations de la fonction B.

Fonctions polvnémes de degré 2

Définition - Une fonction f est une fonction polynéme de degré 2 lorsqu'il existe trois réels a, b et ¢ (avec a # 0)

tels que f puisse s’écrire « sous la forme » : f(x) = ax?> + bx + c.
q p

Exemples -a) f(x) = 3x? —4x + 1; festune fonction polynéme de degré 2 avec a = 2., b==letc= /\
b) B{x) = —2,25x% + 305x — 20 ; B estune fonction polyndime de degré 2 avec a :2,29; =¥Bet ¢ = 5O

Principe d’étude d’'une fonction polynome de degré 2 - D’aprés le paragraphe B, la dérivée d'une fonction

polynéme de degré 2 est une fonction affine. Grace au tableau de signes de la fonction affine que 'on établit grice

au paragraphe A, on peut construire le tableau de variations de la fonction en utilisant la méthode vue Fiche n°2 !

Etude de la fonction bénéfice

Etudions notre fonction bénéfice B définie sur [0; 100] par: B(x) = —2,5x? + 305x — 20.

(2) On étudie le signei de B'(x) = “"GZ.X.\"EQS . i Q/‘ i
affine avec a = ..7...... eth=.305 '

Onrésout:B'(x) =0 & .=.0m £30%=0 kel i o s
...................................... = e B S Y | - Rk
....................................... T > o Y 205 Viamiabionsile.f / \
....................................... dameselh o i S4g

On compléte alors le tableau en mettant la solution obtenue « au-dessus » de 0, et en rajoutant le signe de a < 0

« adroite » du 0.

(3) On en déduit les variations de B sur [0 ; 100] en complétant le tableau. Reste a calculer les trois images :

14



(4) On en déduit le maximum de B sur [0 ; 100] puis on interpréte le oo oo

résultat par une phrase dans le cadre du contexte de I'exercice.
......... LQ OO ettt B AN L Q400 ™
—W{k ...... 322"‘2.-\ = ER—— \:"‘Cb..m..lc. B AN Q Ao

tp(\h(\:?s\ .,Q,c ..... e a‘g&..m’k@r&\f\ﬂgﬂ...&,{'}&:... -l
IR 2 Gk ot b
chkq.u‘e,‘mbc.l.ﬁ.‘r Q‘D ’)\ NM»&QQ ........ ‘°°°
La courbe de la fonction B tracée ci-contre permet de vérifier que le | Y L S WO N S
résultat obtenu par le calcul est cohérent.

B

0 20 40 60 80 100
GA
a " - . ae . z g )

Méthode 6 : étudier les variations d’'une fonction polynéme de degré 2

(D) On dérive la fonction a étudier (voir B). La dérivée sera dans ce paragraphe une fonction affine.
(2) On construit le tableau de signes de la dérivée : on résout ax + b = 0 ; on met le signe de a « 2 droite » de 0.
(3) On en déduit les variations de la fonction, puis on calcule les images qui apparaissent dans le tableau.

Utilisez bien I'expression de la fonction « de départ » et pas celle de la dérivée pour calculer les images !

() Si demandé, on donne la valeur du maximum/du minimum et on interpréte.

J

Exemple 6 - Soit f définie sur [0; 10] par: f(x) = 3x? — 12x + 10. Déterminer les variations de la fonction f et

en déduire le minimum de la fonction f sur [0 ; 10].

: 200 | -
QF () = 3K LK ALK A e O 0 2 A
) f'(x) = ax + b affine avec a = 6 ............... eth = == A.Ax..... 190
Onrésout: f'(x) =0 & NAYE T Y = e N 160
....................................... = G%:AQ/
140
...................................... = T - .

a > F R W Y - 420 b = o o o o e e i

\ ¢ O 2/ AO 100 b ool e . -
I ﬂ:’@:@ i ( 9\’\ - P ‘ .‘\_— PO U S SR S A S S

vesdals |0 A3 i I T
Py —é / e P Y i T T hjﬁ, PR ,} i

() Quel est le maximum de f sur [0;10] ? Lféh L0 QLA S N.... ::LL e eDAAN C O34 Qt&

.. A A0 .. a\:‘h\ k YD Ve N




Exercices d’entrainement

Exercice 6 - Soit f la fonction définie sur Rpar: f(x) = 3x2 —18x + 1.

1. Déterminer I'expression de f'(x).

2. Etudier le signe de f'(x), en déduire les variations de f.

3. Quel estle minimum de f sur R ? En quelle valeur est-il atteint ?

Exercice 7 - Une entreprise produit et vend entre 2 et 24 montres par jour. On note x le nombre journalier de
montres produites et vendues, on a alors: 2 < x < 24. Le bénéfice journalier B réalisé suite a la fabrication et la
vente de x montres est défini par : B(x) = —x? + 24x — 80 .

1. Calculer I'expression de B, dérivée de la fonction B.

2. Etudier le signe de B’(x) et en déduire le tableau de variation de la fonction B.

3. Combien de montres I'entreprise doit-elle produire et vendre afin de réaliser un bénéfice maximal ? Quel est

alors ce bénéfice ?

Exercice 6 - 1. f'(x) = 6x — 18. Exercice 7-1.B'(x) = —2x + 24.
f'(x) = 6x — 18 estaffineaveca = 6 eth = —18. B'(x) = —2x + 24 est affineaveca = —2 et b = 24.
2.f'x) =0 6x=18 ©x=3. 2B(x)=0e -2x+24=00 —2x=-24x=12.
a = 6donca > 0donconale tableau : a = —2donca < 0doncon ale tableau:
x ) 3 + 00 x 2 12 24
f'(x) = ) + B'(x) + 0] -
var de \ / var de / & \
£ | A s | B(x) | 36 -80 |
avec f(3) =3x32—-18x3+1=-26. B(2) = —2%2+24 x2—80 = —36; B(12) = 64;B(24) = —80
3. Le minimum de f sur R est —26, atteint en 3. 3. Le bénéfice est maximal pour 12 montres produites et

vendues par jour : ce bénéfice est de 64 euros.

D) Notion d’extremum local

Pour une fonction polynéme de degré 2 fdéfinie sur R, on est nécessairement dans 'un des deux cas suivants :

Lorsquea > 0 ... Lorsquea < 0 ...
x —0oo X +oo X —o0 Xo +o0
Signe de f’(x) - 0) + Signe de f'(x) + ) =
f(xo0)
Variations de f \ / Variations de f / \
f(xod
) ,
On dit que f(x) estle minimum global de f sur R: On dit que f(x,) est le maximum global de f surR:
toutes les images sont plus grandes que f(x,). toutes les images sont plus petites que f(x,).

Pour une fonction f définie sur R par la courbe ci-aprés, on peut définir les notions de « maximum local » et de
« minimum local »...

16



¥ —o0 0 2 + o0

Signe de f'(x) + O - O +

3
Variations de f /' \ /
-1

— 3 est un maximum local de f : méme si on voit
graphiquement que f prend des valeurs supérieures a 3, on
remarque qu’ « autour de 0 », par exemple sur l'intervalle
ouvert ] — 1;1[, 3 est la valeur maximale atteinte par f.

— —1 est un minimum local de f : méme si on voit
graphiquement que f prend des valeurs inférieures a —1, on
remarque qu’ « autour de 2 », par exemple sur l'intervalle
ouvert ]0 ; 3[, —1 est la valeur minimale atteinte par f.

Avec ces nouvelles définitions, la fonction f admet deux nouveaux extrema (pluriel d’extremum) locaux, en 0 et

en 2. Onremarque qu’en ces deux valeurs, 0 et 2, la dérivée f'(x) s’annule et change de signe.

Exemple 7 - Soit f la fonction définie sur R. On a représenté ci-dessous la courbe de sa fonction dérivée, f'.

1. Compléter ci-dessous le tableau de signe de
f'(x) sur R puis en déduire le tableau de
variations de f. Comme on n’a pas la formule
de f, on ne donnera pas la valeur des images
qui apparaissent dans le tableau.

2. Combien f va-t-elle admettre d’extrema

locaux ? Préciser leur nature (maximum ou

minimum).
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