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Question de cours

Donner la définition d’une matrice inversible.
Calculer l’inverse de

Corrigé : Une matrice A € M,,(R) est inversible si et seulement si il existe B € M,,(R) telle que AB = BA = I,,. On dit
1

alors que B est I'inverse de A. Pour A = (2

52>, en utilisant la formule pour 'inverse des matrices de taille 2 x 2, on obtient
1/5 2
-1 _ 1
5% 0)
Exercice 1

Soit a € R. En fonction des valeurs de «, résoudre le systéme :

r+yt+az =1
z+ay+z =1
ar+y+z =1

Corrigé : Via l'algorithme du pivot de Gauss, on obtient :

r+y+az =1 r+y+az =1 r+y+az =1
r4+ay+z =14¢ (a—ly+(1-a)z =0 &< (a—y+(1—-a)z =0
ar+y+z =1 l1-a)y+(1-a?)z =1-a 2-a-a?)z =1-a

Les solutions du systéme vont donc dépendre des racines du polynéme 2 — a — . On trouve que le discriminant est 9, d’out
2—a—a?=—(a—1)(a+2). Donc

e Si a =1, le systéme équivaut & x + y + z = 1, autrement dit, en prenant y et z comme paramétres, t =1—y —z2. Il y a
donc une infinité de solutions données par

S:{(liyizayvz)a y,ZER}

e Si o = —2, le systéme équivaut a
T +y +az =1
(a—1Dy+(1—a)z =0
0 =3

La derniére ligne est une contradiction : le systéme n’admet donc aucune solution dans ce cas.

e Si a#1,—2, le systéme équivaut a

T +y +az =1 r+y+az =1 T 13
(a—Dy+(1—-a)z =0+ y —z =0 <&y —%ﬁ
(a+2)z =1 z :o%w z :%H

et il y a donc une unique solution.



Exercice 2
On considére les matrices

-1 ! 1 2 3 1 1
A=|1 -1 1 eMg(R),Bz(O 5 0>6M2,3(R),O=<0 3>6M2(R)

1. Calculer BA, CB et CBA.

2. Calculer A2, puis A% + A.

3. En déduire que A est inversible et donner son inverse.

Corrigé

4 2 0 1 4 3 6 0 2
Lea=(y % 0)es=(g g o) oma=(3 S o)

2.

3 -1 1 2 0 0
A2=|-1 3 -—1],42+A=1[0 2 0| =25
1 -1 3 00 2

3. On a donc A% + A = 2I3. Donc $A(A+ I3) = 1(A+ I3)A = I3 donc A est inversible d’inverse

1 1
71—7 = —
AT = S(A+ D) = 5

=)
— o
O~ =

Exercice 3
Soit A € M,,(K) une matrice carrée.

1. Supposons pour commencer que A® = 0. Calculer (I,, — A)(I, + A+ A?).

2. En déduire que I,, — A est inversible. Quel est son inverse ?

3. On suppose maintenant qu’il existe p € N tel que A = Oy, (k). Montrer que

p—1
(I, — A)Y_AF =1,
k=0

Indication : Penser & utiliser la distributivité.

Corrigé

L (I, - A)(I,+A+A%) =1, + A+ A% — Al,, — A2 — A3 = I,, — A3 = I,, puisque, par hypothése, A% = 0.
2. On a de méme (I, + A+ A?)(I, — A) = I,, donc I,, — A est inversible, d’inverse I,, + A + A2.

3. Ona

p—1 p—1 p—1
(In—A)Y AP =>"AF A" AF
k=0 k=0 k=0

p—1 p—1 p—1 P
:ZAkizAkH:ZAkuAJ‘
k=0 k=0 k=0 j=1

=1, — AP = In,

puisque AP = 0 par hypothése. On en déduit que I,, — A est inversible, d’inverse (I, — A)~! = ZZ;(I) AF. (Il y ala une
analogie avec la somme d’une suite géométrique!)



