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Epreuve de premiére session - Corrigé
Durée : 2h.
Aucun document ni appareil électronique n’est autorisé.
La précision de l'argumentation sera une part importante dans I’évaluation.
Montrez-moi ce que vous savez faire!

Exercice 1 (/11 points)

1. (/ 1.5 pts) Montrer que la famille suivante est une base de R3

%1 = (’Ul = (—1,0,3),’02 = (—2, 1,0),’03 = (—1, 1, —5))

Corrigé : Il y a plusieurs fagons de s’y prendre. On peut observer que Card(#;) =

3 = dim(RR?), donc il suffit de montrer que %; est libre ou qu’elle est génératrice.
A est libre : Soient A1, A2, A3 € R tels que A\jv1+Aovo+A3v3 = Ops. Ceci équivaut
au systeme

A1 — 2X — A3 =0 A1 = 2 — A3 =0
Ao 4+ A3 =0 LSFﬁng o + A3 =0
3\ — 53 =0 — 6l — 8x3 =0
—)\1 - 2)\2 - AB = 0
<— A+ A3 =0

L3<L3+6Lo
— 2X3 = 0

ce qui donne A3 = 0, Ao = 0, \; = 0. Donc %, est libre.
%, est génératrice : Soit u = (a,b,c) € R? montrons qu’il existe A1, A2, A3 € R
tels que A\jv1 + Aovo + Azvg = u. C’est le cas ssi le systeme suivant a des solutions :

—)\1 — 2)\2 - )\g = a —)\1 — 2)\2 - )\g =a
Ao+ A3 = b LgeﬁSLl Ao+ A3 =b
3)\1 — 5)\3 = C — 6/\2 - 8)\3 =c +3a
*)\1 — 2)\2 — )\5 =a
= A2+ A3 =b
L3« L—3+6L>
— 23 =c¢ +3a+6b
Al :_5a+120b+c
— AQ :3a+28b+c
)\3 :_3a+§ib+c

~ Le systéme a des solutions pour tout (a,b,c) € R?, donc % est génératrice.

Commentaire : Il ne suffit pas de poser et résoudre les bons systemes : il faut
aussi justifier d’ou ils sortent !



Pour montrer que %, est une base, on peut aussi utiliser le déterminant. On calcule
-1 -2 -1 -1 -2 1

det(vi,vo,v3) =0 1 1 = 0 1 0|=(-1)*21
3 0 -5 @GR Ig o 5

-1 1
3 =5

‘:2

donc det(v1,ve,v3) # 0, donc c’est une famille libre.
Comme Card(%;) = 3 = dim(R?), c’est une base.

Commentaire : Pour justifier que {v1, v, v3} est libre, il ne suffit pas de dire qu’ils
sont tous différents du vecteur nul (ce critére ne marche que pour les familles a 1
vecteur) ni qu’ils sont deux a deux non colinéaires (ce critére ne marche que pour
les familles & 2 vecteurs)

2. On considére les sous-espaces vectoriels suivants dans R :
Fy = Vect(v; = (—1,0,3),v2 = (—2,1,0),w = (0,1, —6))
Fy={(z,y,2) eR>,x+y=0,2 —4y — z = 0}
(a) (/ 3 pts) Déterminer une base et la dimension de F} et Fb.
(b) (/ 2 pts) Montrer que R? = Fy @ Fy.
Corrigé :
(a) Base et dimension de F.

Par définition du s.e.v. engendré par une famille de vecteurs, {vi,ve, w} est une
famille génératrice de F. Déterminons si elle est libre.

Soient A1, Ao, A3 € R tels que A\jv1 + Agvg + Agw = Ops. Ceci équivaut au systeme

A1 = 2\ =0 A1 = 2X =0
)\2 + )\3 = 0 L3<—<fi3L1 )\2 + )\3 = 0
3\ — 6X3 = 0 — 6Xy — 6X3 = 0
M- 2% -
— X + A3 = 0
L3<—L3+6L2

0 =0

A1 = 23

No = — g

Pour A3 = 1 on obtient une solution non nulle, qui donne 2v; — vo + w = 0. Donc
la famille est liée et ce n’est pas une base de Fj.

Remarque : On peut observer a l'oeil nu que w = vy — 2v; et arriver directement
a la conclusion.

On en déduit que, puisque w est combinaison linéaire de vy, v, on a F; = Vect(vy, v2).
Donc {v1,v2} est une famille génératrice de F1, et, puisque v et ve sont non coli-
néaires, c¢’est une famille libre.

Donc ’ (v1,v2) est une base de Fj et dim F} = 2 ‘

Base et dimension de Fs.
Soit u = (z,y, z) € R3, alors

u € by <— Ty = Ty <= * Y
r—4y—z =0 —Sy—z =0 z=—5Y
— u=(-y,y,—5y) =y(—1,1,-5) € Vect((—1,1,5))



Donc F» = Vect((—1,1,—5)) = Vect(vs). De plus, v # Ogs donc {vs} est une
famille libre.
Donc ‘ (v3) est une base de Fy et dim Fp = 1 ‘

Montrons que R? = F} @ Fy.

Méthode 1 : On a obtenu en 2(a) que #r, = (v1,v2) est une base de Fy, Zr,(v3)
est une base de Fy, et on a vu en (1) que Bp, U Br, = P est une base de R3.
Donc l'union d’une base de F} et d’une base de F, donne une base de R3 : donc
R3 = Fy & Fy.

Méthode 2 : Avec la définition de la somme directe :

o Montrons que Fy N Fy = {Ogs}. Soit u = (z,y,2) € Fy N Fy. Alors u € F} donc il

existe A1, A9 tels que u = A\jv1 + Agve = (—A1 — 2X\2, A2, 3A\1). D’autre part u € Fs,
donc x +y =0 et x — 4y — z = 0. En mettant les deux ensemble :

(*)\1*2)\2)+)\2 =0 A+ As =0 M+ =0
<> A
(=M1 —2X2) —4X2—3\1 =0 —4X1 — 6y =0 —2)X9 =0
ce qui donne bien Ay = Ay = 0, d’ott u = A\jv; + Agvg = Ops. On a donc bien
FiNFE, = {ORs}.
Montrons que Fy + F» = R3.
On sait que Fy + Fy est un s.e.v. de R?, tel que

dim(F; + Fy) =dim F; + dim F, —dim(F; N Fy) =2+1—-0=3 = dimR?

donc Fy + F» = R3

Remarque : On peut aussi le faire a la main, par analyse-synthese, mais ¢a pique
un peu. Voir Annexe en bas du corrigé.

3. (/ 1.5 pts) Montrer que la famille suivante est une base de Ra[X]

B = (Qu(X) =3X? = 1,Q5(X) = X —2,Q3(X) = —5X*+ X — 1)

Corrigé : Comme précédemment, il y a plusieurs méthodes. On peut observer que

Card(%)) = 3 = dim Ry [ X]

donc %] est une base ssi elle est libre ssi elle est génératrice.

Méthode 1 : On note &' = (1, X, X?) la base canonique de Ry[X]. Alors

—1 -2 —1
Qilz =] 0 |=v,[Q2z =1 | =v2,[Q3]lz=| 1] =uvs3
3 0 -5

Or, on a vu que (vy,v2,v3) est une famille libre de R, donc (P, Py, P3) est une
famille libre de Ro[X].

Meéthode 2 : Soient A1, A2, Az € R tels que A1 Q1 + A2Q2 + A3Q3 = Og,[x], C'est a
dire

A(BX? — 1) + Aa(X — 2) + Ag(—5X> + X — 1) = Oy [x]
= (BA1 —5A3) X2+ (A2 + X)X + (—A1 — 2X2 — A3) = Opy[x]



Or, un polynoéme est égal au polynéme nul ssi tous ses coefficients sont nuls, ce qui
donne le systeme

A+ A3 = 0
3)\1 - 5)\3 =0

...qu’on a déja résolu en 1. (tiens donc!). On a vu que la seule solution est Az =
0,2 = 0, A1 = 0. Donc %] est libre.

« Méthode 3 : Montrons que %] est génératrice : Soit P(X) = aX?+bX+c € Ry[X],
montrons qu’il existe A1, Ag, A3 € R tels que \1Q1 + A\o@Q2 + A\3Q3 = P, autrement
dit

(3A1 = 5X3) X2+ (Mg + X3) X + (=1 — 2y — \3) = aX?2 +bX + ¢

. C’est le cas ssi le systéme suivant a des solutions :

A — 2X — A3 =
Ay + A3 =
3\ — b3 = a

On a déja résolu ce systeme en 1. et obtenu qu’il avait des solutions pour tout
(a,b,c) € R3, donc &) est génératrice.
4. On considere les sous-ensembles suivants dans Ry [X] :

G1 = Vect(Q1(X) =3X%2 - 1,Q2(X) = X —2)
Go = {P € Ry[X], P(0) + P'(0) = 0, P(1) = 2P(0) — 3P'(0)}

(a) (/ 2 pts) Montrer que G2 est un sous-espace vectoriel de Ro[X], puis que G =
Vect(Q3).
(b) (/ 1 pts) En déduire que Rq[X] = G1 @ G.

Corrigé :

(a) Montrons que G5 est un s.e.v. :
¢ Si P = Op,[x] alors P(1) = P(0) =0 et P'(X) =0 donc P'(0) =0 et on a

P(0) + P'(0) = 0P(1) = 2P(0) = 3P'(0)} = P = Og,x] € G»
e Soient P, P, € Gy et A € R. Montrons que P; + AP» € G5. On a d’une part

(P + AP2)(0) + (P1 + AP)'(0) = Py(0) + P{(0) +A(P2(0) + P5(0)) =0
-0 -0

Et d’autre part

(P1+APy)(1) = Pi(1) + APa(1) = 2P1(0) — 3P{(0) + A(2P5(0) — 3P5(0))
= (PL+ AP)(0) + (P, + AP,)'(0)

donc Py + APy € Gy
Donc Gg est bien un s.e.v. Montrons que G2 = Vect(Q3).



Remarquons que Q3(0) = —1,Q3(1) = —5 et Q5(X) = —10X+1 donc Q5(0) = 1.
Donc Q3(0) + @Q5(0) = =1 +1=0cet

Q3(1) = —5,2Q3(0) — 3Q%5(0) = —2 — 3 = —5 donc Q3(1) = 2Q3(0) — 3Q5(0)

Donc Q3 € Ga; or Vect(Q3) est le plus petit s.e.v. qui contient ()3, d’ou ’ Vect(Q3) C Ga ‘

Commentaire : Ca ne suffit pas pour montrer que ces deux ensembles sont égaux !
Et d’ailleurs, si on montre juste que ()3 € G, il faut aussi justifier comment on
en déduit I'inclusion Vect(Q3) C Ga.

Inversement, soit P(X) = aX? + bX + c € Ry[X]. Alors
PO)=c¢,P(1)=a+b+c¢,P'(0)=0b
donc

PGG2<:>{+C <:>{+C <:>{c

a+b+c=2a—3b —a+4b+c=0 a= —5b

ce qui donne P(X) = —5bX?% + bX — b = bQ3(X) donc P € Vect(Q3). D’ou
’Gg C Vect(Q3) ‘

(b) D’une part, Q1 et Q2 ne sont pas colinéaires, donc forment une famille libre de

Ry[X]. Donc %, = (Q1;Q2) est une base de Gj.

D’autre part, Q3 # Og,[x] donc c’est une base de Go.

Enfin, on a montré en 3. que (Q1,Q2,Q3) est une base de Ro[X].

~» L’union d’une base de G et d’une base de G2 donne une base de Ry[X] : donc
’RQ[X] =G 9 Gy ‘

Exercice 2 (/7 points) On considére I’application

f:(z,y, 2) € R (42 4+ 10y + z, —y, =15z — 30y — 42) € R3

1. (/ 1 pts) Montrer que f est un endomorphisme de R3.

Corrigé : Montrons que f est linéaire. Soient u = (z,y, 2),v = (2,9, 2/) € R}, X €
R. On calcule
4z + Xa') +10(y + \y) + (2 + A2)
flu+ M) = —(y+ \y)
—15(z 4+ Az') — 30(y + A\y') — 4(z + \2')
dr + 10y + 2z + A\(42' + 10y" + 2')

= -y — )\y,
—15x — 30y — 4z + A\(—152" — 30y — 42')
dx + 10y + 2 42" + 10y + 2/
= —y +A -y
—152 — 30y — 4z —152" — 30y’ — 42/

= f(u) + Af(v)

donc f est linéaire, et f : R? — R? a le méme e.v. de départ et d’arrivée, donc c’est
un endomorphisme.



Commentaire : Ne pas oublier de montrer que f est linéaire! Ca se voit, je suis
d’accord, mais il faut au moins le dire pour montrer que vous savez ce que signifie
)
endormorphisme.
Par contre, il n’est pas nécessaire a ce stade de montrer que Im(f) = R3 : un
endomorphisme d’un e.v. E n’est pas forcément surjectif. Il est défini sur E d valeurs
dans E, mais il n’est pas nécessaire que tout élément de E est un antécédent par f.
)

. (/ 2.5 pts) Déterminer dim Ker(f) et rg(f). Est-ce que f est un isomorphisme de
R3?

Corrigé : Commengons par déterminer Ker(f) :

dx + 10y + 2 =0
w=(w,y,2) € Ker(f) <= f(u)=0gs <> {—y ~0
—152 — 30y —4z =10

dx + 2 =0

g Y =

—152z —4z =0

de+2 =0

L3(—<1L:;3i4l/1 y =0

x =0

— r=y=2=0 <= u=_0ps

Donc Ker(f) = {Ogs}. On en déduit que ’dim Ker(f) = O‘ et que f est injective.

Par le théoréeme du rang, on a

rg(f) = dimR® — dim Ker(f) =3 — 0= 3|,

Par conséquent, Im(f) est un s.e.v. de R? de dimension rg(f) = 3, donc Im(f) = R?
et f est surjective.

(Voir Annexe 2 en bas du document pour une autre approche).

~ f est injective et surjective, donc bijective. Donc ’ f est un isomorphsime de R? ‘

. (/ 1 pts) Donner la matrice A de f dans la base canonique .

1 0 0
Corrigé : Onnote #p = | e1 = | 0|, ea=|1[,e3=|0[ [ et on calcule
0 0 1
fler) = (4,0, —15) = deg + Oey — 15¢3 4 10 1
f(eQ) = (107 _17 _30) — 1061 — €9 — 3063 A = 0 _1 0
fles) = (1,0,—4) = 1 + Oep — e 15 —30 —4

. (/ 1 pts) Calculer A%2. Que peut-on en déduire sur f?

Corrigé : On calcule

1
A= 0 -1 o0 0 -1 o01]=1]o0
0



On en déduit que | f]?@0 = [f o fla, = I3 = [idgs] 5, donc, par unicité de la repré-
sentation matricielle, on en déduit que f o f = idps.
Remarque : Ce n’était pas demandé, mais on en déduit que f est une symétrie.

5. (/ 1.5 pts) Donner la matrice de f dans la base %1 = {v1,v2,v3} de l'exercice

Corrigé : Il y a deux méthodes :
e Avec la définition : On calcule

f(vl) = (_170>3> =v1 = 1’1}1 + 0'1)2 + 0’[)3 1 0 0
flv2) =(2,-1,0) = —vg = 0vy —wg +0v3 [flz, =0 -1 O
f(vg) = (1,-1,5) = —v3 = Ovy + Ovy — 43 0 0 -1

Commentaire : Ici, il ne suffit donc pas de calculer f(v1), f(v2) et f(v3) puis de
les mettre en colonne! Il nous faut les coordonnées de f(v1), f(v2), f(vs) dans la
base (v1,v2,v3), et pas dans la base canonique (e, eg, e3).

e Avec la formule de changement de base : La matrice de passage de %y a %

est
-1 -2 -1
P=10 1 1
3 0 -5
On calcule (voir page suivante)
1 5 10 1
P—lz—5 -3 -8 -1
3 6 1
D’ou
1 5 10 1 4 100 1 -1 -2 -1
[ﬂ%:P*lAP:—5 -3 -8 —1 0 -1 0 0o 1 1
3 6 1 -15 =30 —4 3 0 -5
1 5 10 1 -1 -2 -1 1 0 0
=3 -3 -8 -1 0 1 1]=([0 -1 0
3 6 1 3 0 =5 0 0 -1
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Exercice 3 (/4 points) Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2. Soient
Hy, Hs deux sous-espaces vectoriels de F tels que dim H; = dim Ho = n—1 et Hy # Ho.

1. (/ 1.5 pts) Justifier qu’il existe un vecteur v € Hy \ H;. Montrer que E = H; &
Vect(v).

2. (/ 1 pts) Montrer que F = Hj + Hs. En déduire dim(H; N Hy).

3. (/ 1.5 pts) Soient deux applications linéaires fi, fo : E — R de rang 1.
On suppose qu’il existe v € E tel que fi1(v) =0 et f(v) = 2.
Déterminer dim(Ker(f1) N Ker(f2)).

Corrigé :

1. Supposons, par 'absurde que Hy \ H; = (), autrement dit il n’existe pas de vecteurs
qui sont dans Hs et pas dans Hy. Ce qui revient a dire que tout vecteur de Hs
appartient a Hq, i.e. Hy C Hj.

Mais comme par hypothese dim Ho = dim H;, on aurait alors Hy = Hj, ce qui
contredit 'hypothese Hy # Hj.
Donc Hs \ Hy # (. 11 existe donc v € Hy \ Hj.

Commentaire : Ici, il ne suffit pas d’utiliser '’hypothése Hy # Hs, car on pourrait
tres bien avoir Hy C Hi, par exemple

E =R3 Hy = Vect((1,0,37.5)), Hy = Vect((1,0,37.5), (42, 42, 42))

~» L’autre hypothese est importante aussi pour conclure!

Montrons que E = Hj & Vect(v).
o Montrons que H; N Vect(v) = {0g}.
Soit u € Hy N Vect(v). Alors u € Vect(v), donc il existe A € R tel que u = Av.
Si A # 0 alors on a w € Hy donc, puisque H; est un s.e.v., v = %u € Hi, ce qui
contredit la construction de v.
~» On a donc A =0, donc u = O0v = 0p.
e Montrons que E = H; + Vect(v).
On sait que

dim(H; + Vect(v)) = dim Hy 4+ dim(Vect(v)) — dim(H; N Vect(v))

Or, puisque v ¢ Hy, on a v # 0g donc dim Vect(v) = 1, ce qui donne dim(H; +

Vect(v)) =n—1+1—-0=n=dimFE.

Donc H; + Vect(v) est un s.e.v. de dimension n dans E, donc H; + Vect(v) = E.
2. Montrons que £ = H; + Ho.

Soit u € E. D’apres 1., u € H; + Vect(v) donc il existe w; € Hy et A € R tels que

U= w+ A\v.

Or v € Hy et Hy est un s.e.v. donc \v € Hs.

On a donc montré que pour tout u € F, il existe wy € Hy et ws = \v € Hs tels que

uw=wy +wy € H + Hy. On a donc bien | E = Hy + Ho |.

Or on a
dim(H1 + HQ) = dim H; + dim Hy — dim(H1 N HQ)

donc, d’apres ce qu’on vient de montrer,

dim(H1NHs) = dim Hy+dim Hy—dim(H,+Hs) = dim Hy+dim Hy—dim(E) = (n—1)+(n—1)—n = n—



3. D’apres le théoréeme du rang, on a
dim(Ker f1) = dim E — rg(f1) =n — 1,dim(Ker fo) = dim E —rg(f2) =n —1

De plus, on a un vecteur v tel que f1(v) = 0, donc v € Ker(f1), et fa(v) = 2, donc
v ¢ Ker(f2). Donc Ker f; et Ker f; sont deux s.e.v distincts de dimension n—1 dans

E. Donc, par 2., ‘dim(Ker(fl) NKer(f2)) =n—2 ‘

ANNEXE : CORRIGE ALTERNATIF EXERCICE 1 QUESTION 2(B)

Montrons que R3 = Fy 4+ F,. Soit v = (a,b,¢) € R3, on cherche u1 = (z1,y1,21) € F1
et ug = (22,y2,22) € Fy tels que u = uj + ug. On procede par analyse-synthese.

Analyse Supposons que uq, us existent. Alors on a

uy € F1 = Vect(vy,v2) up = avy + fug = (—a — 25, 5, 3a)
up € Fy = (T2+y2=0,22 —4y2 — 22 =10
U= Uy + U9 (a,b,c) = (x1 + x2, 91 + Y2, 21 + 22)

mais du coup,

a+b = (v1+x2) + (y1 +y2) =21 +y1 + 22+ Y2
=0
a—4b—c = (zr1+w2) —4(y1 +y2) — (21 + 22) = 21 — 4y1 — 21 + T2 — dyo — 29
——————

=0

donc, en utilisant uy = (—a — 24, 3, 3a),

(—a—28)+p =a+b a+ =—(a+0) o = —Satlibte
3a+8b+c
(—a—20) -4 —-3a =a—4b—c da+68 =a—4b—c o= e
Ce qui donne u; = —5“+120b+cv1 + 3“+§b+%2 et donc
_ a+6b+c 3a+6b+-c
2 2
b
up = 3a+§b+c Uy =U— U = _3a+26 +c
_ 15a+30+3c 15a+4-30b4-5¢
2 2

Synthése : On pose uj,us comme ci-dessus et on vérifie que u; € Fi,us € Fy et
up + Uz = U.

o U = _Sa-&-lQOb—&-cv1 + 3a+28b+c,u2 c Vect(vl,vg) =F
o uy = —Satbbie (11 5) € F,
——
cFy

o u; +uz = (a,b,c) =u.

Donc on a bien Fj + Fy = R3.



ANNEXE 2 : CORRIGE ALTERNATIF EXERCICE 2 QUESTION 2

Une autre fagon de déterminer rg(f) = dimIm(f) est la suivante. Notons %

1 0 0
e1=10|,ea=11],e3=10 la base canonique de R3.
0 0 1

C’est en particulier une famille génératrice de R3, donc

Im(f) = f(R?) = f(Vect(er, ez, €3)) = Vect(f(e1), f(e2), f(e3))

On calcule
f(el) - (47 07 _15)7 f(€2> - (107 _17 _30)7 f(€3) - (L Oa _4)
Comme on l'a dit, {f(e1) = (4,0, —15), f(e2) = (10,—1,—30), f(e3) = (1,0,—4)} est
une famille génératrice de Im(f). Pour trouver rg(f) = dimIm(f), on regarde si c’est

une famille libre.
Soient donc A1, A2, A3 € R tels que A\jf(e1) + Aaf(e2) + A3f(e3) = Ors. Alors

AN + 10Xo + A3 =0 41 + A3 =0
— o =0 <= (X =0
—15A1 — 30X —4X3 =0 —15A1 —4X3 =0
4N+ 23 =0
= A9 =
Ls<L3+41
A1 =0

< )\1:)\2:)\3:0

Donc {f(e1), f(e2), f(e3)} est libre : c’est une base de Im(f) et on a donc m

Remarque : Le systeme qu’on a résolu est le méme que celui qui permet de déterminer
Ker(f). C’est normal, puisque, par linéarité de f,
Arf(er) + A2 f(e2) + Az f(es) = Ops <= f(Aie1 + Agea + Aze3) = Ops
<= \e1 + Ages + Azes € Ker(f)
<~ ()\1, Aa, /\3) S Ker(f).



