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Cas du modèle binomial multi-période
Calcul du prix d’une option europèenne
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Description du modèle probabiliste.

˝ On se donne un espace de probabilité pΩ,A,Pq. Un scénario de
marché sera noté w P Ω.
˝ P représente la probabilité rélle ou historique. Elle joue souvent un
rôle mineur.
˝ Nous ferons dans ce chapitre les trois hypothèses suivantes :
˝ L’espace Ω est fini.
˝ Ω est muni de sa tribu grossière PpΩq. C’est la tribu engendrée

par tous les scénarios élémentaires twu, w P Ω.
˝ pw “ Pptwuq ą 0 pour tout w P Ω, c’est-à-dire que la probabilité

historique charge tous les scénarios. Il n’y a pas de scénarios
inutiles dans Ω, l’espace pΩ,A,Pq est dit non-redondant.
ř

wPΩ pw “ 1.
˝ Nous munissons l’espace pΩ,A,Pq d’une filtration F “ pFtq0ďtďT où
la sous-tribu Ft représente l’information observable ou disponible à
l’instant t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu. F0 “ tH,Ωu.
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Calcul du prix d’une option américaine
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˝ Le marché financier est constitué de d ` 1 actifs négociables S0, S1,
¨ ¨ ¨ , Sd et T ` 1 dates t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu et T périodes.
˝ Pour tout t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu, Si

t désigne le prix (ou la valeur de cotation)
de l’actif i à l’instant t. On suppose Si

t ě 0, i P t0, ¨ ¨ ¨ , du, t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu.
˝ Les prix des actifs à chaque instant t ne dépendent que de
l’information disponible en t. Pour tout t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu, pS0

t , ¨ ¨ ¨ , S
d
t q est

Ft-mesurable, ce qui revient à dire σpS0
s , S

1
s , ¨ ¨ ¨ , S

d
s ; 0 ď s ď tq Ă Ft.

˝ Actif sans risque : S0
t sera le prix de l’actif sans risque (ou

numéraire) à l’instant t, S0
0 “ 1 et S0

t ą 0, pour tout t P t1, ¨ ¨ ¨ ,Tu.
S0

t représente la capitalisation à la date t d’une unité monétaire
placée dans l’actif sans risque à la date 0.

rt :“
S0

t´S0
t´1

S0
t´1

“
S0

t
S0

t´1
´ 1 donc rt ą ´1 et on a

S0
t “

t
ź

s“1

p1` rsq.

˝ Actifs risqués : S1
t , ¨ ¨ ¨ , S

d
t seront les prix des actifs risqués à la date

t.
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˝ Pour récapituler les hypothèses, nous avons :
pΩ,A,Pq non-redondant
F est une filtration avec F0 “ tH,Ωu

pS0
t , ¨ ¨ ¨ , S

d
t q0ďtďT est un processus F-adapté

S0
0 “ 1 et pour tout t P t1, ¨ ¨ ¨ ,Tu, S0

t ą 0.

˝ La valeur actualisée d’un actif négociable est sa valeur exprimée en
unités de numéraire :

rSi
t “

Si
t

S0
t
, donc rS0

t “ 1, @t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu .

Cela consiste essentiellement à évaluer les prix des actifs, non plus
en unités monétaires mais en unité numéraire. rSi

t est Ft-mesurable.
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Portefeuille ou stratégie

˝ Un agent ou investisseur sur le marché va constituer un portefeuille
et va donc acheter ou vendre un certain montant d’actifs à chaque
instant t P t1, ¨ ¨ ¨ ,Tu.
˝ A la date t ´ 1, au vu des informations disponibles à cet instant, i.e.
Ft´1, l’investisseur va décider d’une modification de la composition de
son portefeuille qui sera effective à l’instant t. On note Φi

t la quantité
d’actif i détenue en portefeuille à la date t ou plus précisément sur la
période st ´ 1, ts.
˝ On note Φ “ pΦ0

t , ¨ ¨ ¨ ,Φ
d
t q0ďtďT une stratégie de portefeuille. Le

choix de Φt ne dépend que de l’information disponible à la date t ´ 1
pour t ě 1 : Φt est Ft´1-mesurable. Le processus Φ est donc
prévisible.
˝ Φ0 est F0-mesurable. Par extension, nous dirons que Φ est
prévisible si Φt est Ft´1-mesurable et Φ0 est F0-mesurable.
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˝ Φi
tS

i
t est le montant investi dans l’actif i “ 0, ¨ ¨ ¨ , d à la date

t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu. La valeur à la date t d’un tel portefeuille est

VΦ
t “

d
ÿ

i“0

Φi
tS

i
t “ Φt.St “ Φ0

t S0
t ` Φ1:d

t .S1:d
t .

où Φ1:d
t “ pΦ1

t , ¨ ¨ ¨ ,Φ
d
t q, S1:d

t “ pS1
t , ¨ ¨ ¨ , S

d
t q. Alors, VΦ

0 “ x “ Φ0.S0.

˝ Valeur actualisée d’un portefeuille à la date t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu :

rVΦ
t “

VΦ
t

S0
t
“ Φ0

t ` Φ1:d
t .rS1:d

t “ Φt.rSt, rSt “ p1,rS1:d
t q
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Portefeuille/stratégie autofinançant

˝ Il s’agit de construire date après date un portefeuille se finançant lui
même : la liquidation du portefeuille de la date précédente permet
exactement de construire celui de la date suivante.
˝ La valeur du portefeuille juste après les cotations de l’instant t ´ 1 est
donnée par

Φt´1.St´1 “

d
ÿ

i“0

Φi
t´1Si

t´1

˝ La valeur du portefeuille après le redéploiement décidé par l’investisseur au
vu des cotations de t ´ 1 et juste avant celui de la date t est donné par :

Φt.St´1 “

d
ÿ

i“0

Φi
tS

i
t´1

˝ La conservation de valeur du portefeuille implique la condition
d’autofinancement :

Φt´1.St´1 “ Φt.St´1
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Definition (Portefeuille autofinançant)

Un portefeuille pΦtq0ďtďT F-prévisible est autofinançant ou
autofinancé si pour tout t P t1, ¨ ¨ ¨ ,Tu,

Φt´1.St´1 “ Φt.St´1 ðñ ∆Φt.St´1 “ 0 ðñ ∆Φt.rSt´1 “ 0

Alors pour tout t P t1, ¨ ¨ ¨ ,Tu

∆VΦ
t “ VΦ

t ´ VΦ
t´1 “ Φt.St ´ Φt´1.St´1 “ Φt.St ´ Φt.St´1 “ Φt.∆St

et donc

VΦ
t “ VΦ

0 ` VΦ
t ´ VΦ

0 “ VΦ
0 `

t
ÿ

s“1

∆Vs “ VΦ
0 `

t
ÿ

s“1

Φs.∆Ss.

La notion d’autofinancement se traduit par le fait que la variation de
valeur du portefeuille entre t ´ 1 et t ne provient que de la variation
des cours entre ces mêmes instants.
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˝ La valeur d’un portefeuille auto-financé est donc à chaque instant la
somme de l’investissement initial x “ Φ0.S0 et des gains algébriques réalisés
au gré des cotations.
˝ On peut également montrer que la valeur du portefeuille peut être
construite à partir de sa valeur initiale x et pΦ1:d

t q1ďtďT . En effet, on a
Φ0

0 “ x´ Φ1:d
0 .S1:d

0 puis par auto-financement Φ0
1 ´ Φ0

0 “ ´Φ1:d
1 .rS1:d

0 ` Φ1:d
0 .rS1:d

0

ce qui donne Φ0
1 “ x´ Φ1:d

1 .S1:d
0 . De même, on peut montrer

Φ0
t “ x´ Φ1:d

1 .S1:d
0 ´

t
ÿ

s“2

∆Φ1:d
s .rS1:d

s´1, t P t2, ¨ ¨ ¨ , Tu .

Autrement dit, pΦ0
t q0ďtďT est entièrement déterminé par x et pΦ1:d

t q0ďtďT .
˝ Aussi, on a

∆rVΦ
t “ rVΦ

t ´ rVΦ
t´1 “ Φt.rSt ´ Φt´1.rSt´1 “ Φ1:d

t .rSt ´ Φ1:d
t .rSt´1 “ Φ1:d

t .∆rS1:d
t

et donc rVΦ
t “ x`

řt
s“1 Φ1:d

s .∆rS1:d
s “ x`

řt
s“1 Φs.∆rSs ce qui donne

VΦ
t “ S0

t px`
řt

s“1 Φ1:d
s .∆rS1:d

s q. Φ0 n’intervient pas pour déterminer VΦ
t ,

t P t1, ¨ ¨ ¨ , Tu.
˝ Une stratégie de portefeuille autofinancé est la donnée de px, pΦ1:d

t q1ďtďTq

ou de pΦ0
t ,Φ

1:d
t q1ďtďT .
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Le modèle probabiliste
Auto-financement
Produits dérivés

˝ Un actif optionnel ou produit dérivé est un contrat basé sur un actif
sous-jacent négociable, i.e. s’échangeant sur un marché négociable.
˝ Un actif européen sera assimilé à une variable aléatoire H ne
dépendant que de la valeur d’un ou plusieurs sous-jacent à la date T.
˝ Exemples :

1 Call Hi “ pSi
T ´ Kq`, Put : Hi “ pK ´ Si

Tq`

2 Bull Call Spread : achat d’un Call avec petit strike K1 et vente
d’un autre Call avec un grand strike K2.
Hi “ pSi

T ´ K1q` ´ pSi
T ´ K2q`.

3 Achat d’un Put et d’un Call de mêmes dates et mêmes prix
d’exercices K. Hi “ pK ´ Si

Tq` ` pS
i
T ´ Kq`.

˝ Un actif américain : La date d’exercice içi n’est pas forcément T mais tout
temps honnête antérieur à T. Acheter un contrat/option américain relatif à un
processus F-adapté H assure à son détenteur le droit de recevoir une et une
seule fois à une date éventuellement aléatoire mais honnête τ de son choix le
payoff Hτ . Honnête signifie que si on suit la règle d’arrêt τ alors tτ “ tu P Ft.
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Definition

Un portefeuille auto-financé de caractéristiques px,Φ1:dq est une
stratégie d’arbitrage si :

1 l’investissement initial est nul, x “ 0.
2 l’investissement en actifs risqués Φ “ Φ1:d vérifie :

V0,Φ
T ě 0 et V0,Φ

T ‰ 0

ce qui est équivalent à

PpV0,Φ
T ě 0q “ 1 et PpV0,Φ

T ą 0q ą 0.

Une stratégie d’arbitrage est donc une stratégie auto-financée dans
laquelle l’investissement initial est nul, le risque inexistant
puisqu’aucune perte n’est possible en T mais qui génère en des
profits pour au moins un scénario w P Ω.

Noufel Frikha Chapitre 4: Marchés financiers à temps discret
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Definition

Le marché financier est viable si pour toute stratégie Φ admissible
(auto-financée), on a

V0,Φ
T ě 0 ñ V0,Φ

T “ 0 pΩ est finiq

ce qui est équivalent à

rV0,Φ
T ě 0 ñ rV0,Φ

T “ 0

c’est-à-dire s’il n’y a pas de stratégie d’arbitrage sur ce marché.
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Caractérisation probabiliste de la viabilité

Theorem

Le marché financier non redondant est viable si et seulement si il
existe une probabilité P˚ vérifiant :

1 Pour tout w P Ω, P˚pwq ą 0, i.e. P˚ est non-redondant
2 Le processus de prix prStq0ďtďT est une pF ,P˚q-martingale.

Une telle probabilité (si elle existe) est appelée probabilité
risque-neutre.

Avant de démontrer ce théorème, on donne quelques résultats
auxiliaires.

Lemma

Pour toute probabilité risque-neutre Q, pour tout portefeuille px,Φq
auto-financé, le processus prVx,Φ

t q0ďtďT est une Q-martingale.
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Démonstration.

Il suffit de remarquer que rVx,Φ
t “ x` pΦ : rSqt avec prSq0ďtďT

pF ,Qq-martingale donc rV est une pF ,Qq-martingale.

Lemma

Soit pXtq0ďtďT un processus à valeurs dans Rd et F-adapté avec
F0 “ tH,Ωu. Si pour tout Φ F-prévisible, borné par 1 et nul en t “ 0
on a

ErpΦ : XqT s “ 0

alors pXtq0ďtďT est une pF ,Pq-martingale.
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Modélisation du marché
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Preuve du lemme.
On traite le cas d “ 1. Le cas multi-dimensionnel se traite
composante par composante. Soit t P t1, ¨ ¨ ¨ ,Tu et A P Ft´1, on pose :

Φt “ 1A, Φs “ 0, si s ‰ t

alors pΦ : XqT “ 1A∆Xt et donc Er1A∆Xts “ 0 pour tout A P Ft.
D’après la caractérisation de l’espérance conditionnelle, on en déduit

Er∆Xt|Ft´1s “ 0.

Ce résultat étant valable pour tout t P t1, ¨ ¨ ¨ ,Tu, on conclut que X est
une pF ,Pq-martingale.
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Preuve du théorème.
On démontre ð. Soit P˚ une probabilité risque-neutre équivalente à P et soit
un portefeuille auto-financé de caractéristiques p0,Φq avec Φ admissible.
Comme rS est une pF ,P˚q martingale, il en est de même pour rV0,Φ donc
EP˚ rrV

0,Φ
T s “ rV0,Φ

0 “ 0 donc si rV0,Φ
T ě 0 alors rV0,Φ

T “ 0, P˚-p.s. ce qui donne
rV0,Φ

T “ 0 P-p.s. car P˚ „ P. Donc, il n’y a pas de stratégies d’arbitrage.

Démontrons maintenant ñ. L’espace
A :“ tX : Ω Ñ R, variable aléatoire FT -mesurableu est un espace vectoriel
de dimension |Ω|. On munit cet espace du produit scalaire X.Y “ ErXYs.
L’espace

Γ “
!

rV0,Φ
T avec Φ F-prévisible

)

“

#

T
ÿ

t“1

Φt.∆rSt, pΦtq0ďtďT prévisible

+

.

est un sous-espace vectoriel de A. L’espace

Π “ tX P A : X ě 0 et ErXs “ 1u Ă A

est un compact (fermé et borné) convexe.
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Fin de la démonstration.

Maintenant, l’AOA implique ΓXΠ “ H. D’après le théorème de
séparation, il existe X˚ P A et un réel α ą 0 tels que X.X˚ ě α pour
tout X P Π et X.X˚ “ 0 pour tout X P Γ. Soit X “ 1w0

Ppw0q
alors X P Π et

donc pX.X˚q ˆ Ppw0q “ X˚pw0q ě αPpw0q ą 0 pour tout w0 P Ω. Donc,
la mesure

P˚ “
X˚

ErX˚s
P

est une probabilité équivalente à P. Aussi, pour tout X P Γ, X.X˚ “ 0
donne EPrXX˚s “ 0 ce qui est équivalent à EP˚rXs “ 0. Donc pour
tout Φ F-prévisible, bornée par 1 on a EP˚rrV

0,T
T s “ 0. D’après le

lemme, on a donc rS est une pF ,P˚)-martingale.
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Pour la preuve, on a utilisé le théorème de séparation suivant :

Theorem

Soit pE,ă ., . ąq un R-espace vectoriel euclidien (de dimension finie)
et Π Ă E un ensemble convexe, fermé, non vide et compact. Soit Γ
un R sous espace vectoriel de E tel que ΠX Γ “ H alors il existe x˚

tel que ă x, x˚ ą“ 0 pour tout x P Γ et un réel α ą 0 tel que pour tout
x P Π, ă x, x˚ ąě α.
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Cas du modèle binomial multi-période
Calcul du prix d’une option europèenne

˝ Problème de la réplication : Dans la perspective du vendeur, il
cherche le montant minimum qu’il doit réclamer à l’acheteur pour
pouvoir à l’échéance faire face au paiement de H en gérant ”au plus
juste” c’est-à-dire en utilisant un portefeuille auto-financé px,Φq tel
que Vx,Φ

T “ H.

Definition

Un actif dérivé européen H est réplicable s’il existe un portefeuille
auto-financé de caractéristiques px,Φq tel que : Vx,Φ

T “ H. La stratégie
auto-financée px,Φq est appelée stratégie de réplication.

Lemma

Supposons le marché viable. Si H est réplicable et s’il existe x, x1 P R
et Φ,Φ1 F-prévisible à valeurs dans Rd tels que H “ Vx,Φ

T “ Vx1,Φ1

T

alors pour tout t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu, Vx,Φ
t “ Vx1,Φ1

t .
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˝ Interprétation : Toutes les stratégies de réplication de H ont même
valeur à chaque instant il n’y a pas unicité de la stratégie de
réplication mais de sa valeur. Cette valeur commune est appelée la
valeur théorique (ou prix théorique) de H à la date t : c’est la somme
qui détenue en t permet d’initier une stratégie de réplication et donc
de produire H exactement en T.

Preuve du lemme.

Fixons P˚ probabilité risque-neutre et px,Φq, px1,Φ1q tels que
H “ Vx,Φ

T “ Vx1,Φ1

T alors rVx,Φ et rVx1,Φ1 sont des pF ,P˚q-martingales.
Ainsi, pour tout t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu

rVx,Φ
t “ EP˚rrV

x,Φ
T |Fts “ EP˚rrH|Fts “ EP˚rrV

x1,Φ1

T |Fts “ rVx1,Φ1
t

et donc Vx,Φ
t “ Vx1,Φ1

t . En particulier, x “ x1.
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Caractérisation de l’absence d’opportunité d’arbitrage
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Theorem

Dans un marché viable pour tout actif contingent réplicable et pour
toute probabilité risque-neutre P˚ et toute stratégie auto-financée de
caractéristiques px,Φq répliquant H, on a

@t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu , Vx,Φ
t “ S0

t EP˚
” H

S0
T
|Ft

ı

.

En particulier, on a

x “ EP˚
” H

S0
T

ı

.

˝ Remarque : Le prix théorique de l’option ne dépend pas de la
probabilité risque-neutre choisie. Pour P˚ et Q˚ risque-neutre, on a

EP˚
” H

S0
T
|Ft

ı

“ rVx,Φ
t “ EQ˚

” H
S0

T
|Ft

ı
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Caractérisation de l’absence d’opportunité d’arbitrage
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Démonstration.

Soit P˚ une probabilité risque-neutre et px,Φq une stratégie répliquant
H. rS est donc une P˚-martingale, donc prVx,Φ

t q0ďtďT aussi. Parant de
rVx,Φ

T “ H{S0
T , en prenant l’espérance conditionnelle, on obtient :

Vx,Φ
t “ S0

t EP˚
” H

S0
T
|Ft

ı

Definition (Marché financier complet)

Un marché financier est complet si tout actif contingent européen H
est réplicable.

Dans un marché financier non-redondant, l’ensemble des probabilités
risque-neutre est défini par :

P “
!

Q : Qptwuq ą 0, @w P Ω, EQr∆rSt|Ft´1s “ 0, 1 ď t ď T
)

.
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Evaluation et couverture de produits dérivés européens par arbitrage
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Le théorème suivant permet de caractériser en terme probabilistes
les marchés completes et montre que P est réduit à un singleton.

Theorem

Un marché financier viable est complet si et seulement si il existe une
unique probabilité risque-neutre P˚ „ P, c’est-à-dire P “ tP˚u.

En utilisant ce théorème, on peut alors déterminer le prix de H :

@t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu , Vx,Φ
t “ S0

t EP˚
” H

S0
T
|Ft

ı

.

Démonstration.

ñ Le marché étant viable l’ensemble P des probabilités risque-neutre
est non-vide. Soit P1,P2 P P, Soit A P FT . L’actif contingent européen
S0

T1A est réplicable. Donc il existe px,Φq tel que Vx,Φ
T “ S0

T1A et donc

P1pAq “ P2pAq “ EP1rrVx,Φ
T s “ EP2rrVx,Φ

T s “ x.

car rV est une pF ,Piq-martingale pour i “ 1, 2. Donc, P1 “ P2.
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ð On procède par contraposition. On suppose que le marché viable
n’est pas complet. On va montrer l’existence de deux probabilités
risque neutre. On sait qu’il existe au moins une probabilité
risque-neutre P˚ P P. On pose E “ tX : Ω Ñ R, v.a.FT -mesurableu.
On munit E du produit scalaire X.Y “ EP˚rXYs. Soit A le s.e.v. défini
par

A “
!

rVx,Φ
T : x P R, ΦF-prévisible

)

“

#

x`
T
ÿ

t“1

Φt.∆rSt : x P R, ΦF-prévisible

+

.

Le marché n’étant pas complet, il existe H non-identiquement nul tel
que H{S0

T R A. On considère la projection orthogonale sur A :

Y “
H
S0

T
´ Projorth

A p
H
S0

T
q.

On a Y ‰ 0 et EP˚rXYs “ 0 pour tout X P A. La variable aléatoire
1 “ rV1,0

T P A donc EP˚rrV
1,0
T Ys “ EP˚rYs “ 0
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Démonstration.
On pose

P˚˚ “
ˆ

1`
Y

2|Y|8

˙

P˚, |Y|8 “ sup
wPΩ

|Ypwq| ą 0.

donc P˚˚pwq “ p1` Ypwq
2|Y|8

qP˚pwq ě p1´ |Ypwq|
2|Y|8

qP˚pwq ě P˚pwq{2. Donc
P˚˚ „ P˚. Maintenant, soit Φ un processus prévisible F-prévisible, à
valeurs dans Rd, borné par 1, nul en 0. rS est une P˚-martingale et
pΦ : rSqT “ rV0,Φ

T P A donc

EP˚˚rpΦ : rSqT s “ EP˚rpΦ : rSqT s `
1

2|Y|8
EP˚rYrV

0,Φ
T s “ 0.

Donc d’après le lemme, rS est une P˚˚- martingale donc P˚˚ et P˚
sont deux probabilités risque-neutre.
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Cas du modèle binomial multi-période
Calcul du prix d’une option europèenne

Relation de parité Call-Put :

˝ Notons Ct et Pt la valeur théorique à l’instant t d’un Call et d’un Put
européen de maturité T et de prix d’exercice K. On sait d’après les
résultats précédents que rCt et rPt sont deux pF ,P˚q-martingales avec

Ct “ S0
t EP˚

”

pST ´ Kq`
S0

T
|Ft

ı

, Pt “ S0
t EP˚

”

pK ´ STq`

S0
T

|Ft

ı

.

Remarquons que l’on a

pST ´Kq` ´ pK ´ STq` “ ST ´K ñ
pST ´ Kq`

S0
T

´
pK ´ STq`

S0
T

“ rST ´
K
S0

T

et prStq0ďtďT est une pF ,P˚q-martingale donc

Ct ´ Pt “ S0
t EP˚

”

pST ´ Kq
S0

T
|Ft

ı

“ St ´ K
S0

t

S0
T
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Algorithme d’évaluation d’options européennes dans
le cas d’une marché Markovien

On suppose que le marché financier est complet et constitué d’un
seul actif risqué et d’un actif sans risque. On fait les deux hypothèses
suivantes :

1 L’actif risqué est une pP˚,Fq-chaı̂ne de Markov de transition
pPtqtPt0,¨¨¨ ,Tu c’est-à-dire pour tout t P t0, ¨ ¨ ¨ ,T ´ 1u

P˚pSt`1 “ y|Ftq “ P˚pSt`1 “ y|Stq “ PtpSt, yq

avec px, yq ÞÑ Ptpx, yq est le noyau de transition.
2 L’actif sans risque S0 est donné par

S0
t “

t´1
ź

i“0

p1` ρi`1pSiqq

où pρtq1ďtďT est une suite de fonctions à valeurs dans s ´ 1,`8r.
On a donc que S0 est supposé prévisible.
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Theorem

Soit pvtq0ďtďT la suite de fonction de E dans R` définie par la
récurrence descendante :

vTpxq “ kpxq, x P E

vtpxq “
1

1` ρt`1pxq

ÿ

yPE

Ptpx, yqvt`1pyq, x P E, 0 ď t ď T ´ 1

Alors, pour tout t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu, le prix à l’instant t de l’option
européenne de payoff kpSTq et maturité T vérifie

pt “ vtpStq “ S0
t EP˚

” 1
S0

T
kpSTq|Ft

ı

.
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Modélisation du marché
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On cherche à évaluer l’actif européen de payoff H “ kpSTq. On sait
que pour tout t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu

pt “ EP˚
”

T´1
ź

i“0

1
p1` ρi`1pSiq

kpSTq|Ft

ı

t´1
ź

i“0

p1` ρi`1pSiqq

“ EP˚
”

T´1
ź

i“t

1
p1` ρi`1pSiq

kpSTq|Ft

ı

.

On considère le processus V défini par V0 “ v0pS0q et

Vt “ vtpStq

t´1
ź

i“0

1
p1` ρi`1pSiqq

, 1 ď t ď T.

Montrons que V est une pF ,P˚q-martingale. Tout d’abord, on
remarque V est F-adapté.
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Ensuite,
śt´1

i“0
1

p1`ρi`1pSiq
est Ft´1-mesurable. On a donc

EP˚
”

Vt|Ft´1

ı

“

t´2
ź

i“0

1
p1` ρi`1pSiqq

1
1` ρtpSt´1q

EP˚rvtpStq|Ft´1s

“

t´2
ź

i“0

1
p1` ρi`1pSiqq

1
1` ρtpSt´1q

ÿ

yPE

vtpyqPtpSt´1, yq

“

t´2
ź

i“0

1
p1` ρi`1pSiqq

vt´1pSt´1q

“ Vt´1.

Donc V est une martingale. Et on a donc EP˚rVT |Fts “ Vt ce qui
donne

E
”

kpSTq

T´1
ź

i“0

1
p1` ρi`1pSiqq

|Ft

ı

“ vtpStq

t´1
ź

i“0

1
1` ρi`1pSiq

“
vtpStq

S0
t
.
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L’espace des scénarios est défini par Ω “
śt

t“1 tbt, htu. T périodes et
T ` 1 dates, t “ 0, ¨ ¨ ¨ ,T. Les réels bt et ht vérifient pour tout
t P t1, ¨ ¨ ¨ ,Tu, ´1 ă bt ă ht. On rappelle que P est définie sur la tribu
grossière PpΩq et est supposée non-redondante, Pptwuq ą 0 pour
tout w P Ω. Le modèle est constitué de deux actifs pd “ 1q, l’actif sans
risque dont le processus S0 est donné par

@t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu , S0
0 “ 1 S0

t “

t
ź

s“1

p1` rsq

où prtq0ďtďT est une suite déterministe à valeurs dans s ´ 1,8r.
Le second est l’actif risqué et son processus de prix S est donnée par
S0 “ s0 et

St`1 “ Stp1` Ut`1q, 0 ď t ď T ´ 1
où la variable aléatoire Ut désigne l’application t-ème coordonnée

Ut : Ω “
T
ź

s“1

tbs, hsu Ñ tbt, htu

et Utpwq “ wt avec w “ pwsq1ďsďT .
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Nous posons F “ pFtq0ďtďT avec F0 “ tH,Ωu et Ft “ σpU1, ¨ ¨ ¨ ,Utq,
1 ď t ď T. On a aussi σpU1, ¨ ¨ ¨ ,UTq “ PpΩq.Toute l’information est
bien révélée en T. D’autre part, le processus de prix S est clairement
F-adapté puisque St “ s0

śt
s“1p1` Usq ainsi σpS1, ¨ ¨ ¨ , Stq Ă Ft pour

0 ď t ď T. Aussi,

Ut “
St

St´1
´ 1 “

St ´ St´1

St´1

donc U1, ¨ ¨ ¨ ,Ut est σpS1, ¨ ¨ ¨ , Stq-mesurables et on a
Ft “ σpU1, ¨ ¨ ¨ ,Utq “ σpS1, ¨ ¨ ¨ , Stq.

Theorem

Sous l’hypothèse ´1 ă bt ă ht, 1 ď t ď T, le marché est viable si et
seulement si bt ă rt ă ht pour tout 1 ď t ď T. Le marché est alors
complet P “ tP˚u.
Sous l’unique probabilité risque-neutre P˚, les rendements pUtq1ďtďT

sont des variables aléatoires indépendantes de lois

P˚pUt “ htq “ πt P˚pUt “ btq “ 1´πt, πt “
rt ´ bt

ht ´ bt
P p0, 1q, 1 ď t ď T
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Evaluation et couverture de produits dérivés européens par arbitrage
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Démonstration.

On suppose le marché viable. Soit P˚ une probabilité risque neutre,
donc telle que rS est une pF ,P˚q-martingale. Alors

rSt “ EP˚rrSt`1|Fts “ rStEP˚
”1` Ut`1

1` rt`1
|Ft

ı

donc EP˚rUt`1|Fts “ rt`1 ce qui donne EP˚rUt`1s “ rt`1. Or

rt`1 “ EP˚rUt`1s “ P˚pUt`1 “ ht`1qht`1 ` p1´ P˚pUt`1 “ ht`1qqbt`1

donc P˚pUt`1 “ ht`1q “
rt`1´bt`1
ht`1´bt`1

. Comme P˚ „ P,
P˚pUt`1 “ ht`1q P p0, 1q ce qui donne

rt P pbt, htq, 1 ď t ď T.
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Démonstration.

Réciproquement, supposons maintenant que rt P pbt, htq, 1 ď t ď T.
Alors on définit sur pΩ,PpΩqq

P˚ “ p˚1 b ¨ ¨ ¨ b p˚T

avec p˚t pthtuq “ πt et p˚t ptbtuq “ 1´ πt, c’est-à-dire pour tout
w P Ω “

śT
t“1 tht, btu

P˚pwq “
T
ź

t“1

p˚t pwtq ą 0.

Remarquons que pour wt P tht, btu,

P˚Ut
pwtq “ P˚pUt “ wtq “ P˚

´

t´1
ź

s“1

ths, bsu ˆ twtu ˆ

T
ź

s“t`1

ths, bsu

¯

“ p˚pwtq
ź

s‰t

p˚s pths, bsuq “ p˚t pwtq.
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Démonstration.

Sous P˚, les variables pU1, ¨ ¨ ¨ ,UTq sont indépendantes. En effet, par
définition

P˚ppU1, ¨ ¨ ¨ ,UTq “ pw1, ¨ ¨ ¨ ,wTqq “

T
ź

t“1

p˚t pwtq “

T
ź

t“1

P˚pUt “ wtq

De plus, EP˚rUts “ htπt ` btp1´ πtq “ rt donc (à faire en exercice)
EP˚rrSt`1|Fts “ rSt. Le marché est donc viable.
Il reste à montrer qu’il n’existe pas d’autre probabilité risque-neutre.
Soit Q une autre probabilité risque neutre. rS est une Q-martingale
donc

EQrUt`1|Fts “ rt`1 ñ QpUt`1 “ ht`1|Ftq “ πt`1, QpUt`1 “ bt`1|Ftq “ 1´πt`1.

donc QUt`1 “ p˚t`1.

Noufel Frikha Chapitre 4: Marchés financiers à temps discret
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Démonstration.

QpU1,¨¨¨ ,UTqpx1, ¨ ¨ ¨ , xTq “ EQ

”

1U1“x1 ¨ ¨ ¨ 1UT“xT

ı

“ EQ

”

1U1“x1 ¨ ¨ ¨ 1UT´1“xT´1QpUT “ xT |FT´1q

ı

“ p˚pxTqEQ

”

1U1“x1 ¨ ¨ ¨ 1UT´1“xT´1

ı

“

T
ź

t“1

p˚pxtq

“

T
ź

t“1

QUtpxtq.

Donc sous Q, pU1, ¨ ¨ ¨ ,UTq sont indépendants et

Q “ QpU1,¨¨¨ ,UTq “ b
T
t“1QUt “ b

T
t“1P˚Ut

“ P˚.
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Theorem

La suite S “ pStq1ďtďT est une P˚-chaı̂ne de Markov et sa matrice de
transition P est donnée par

Ptpx, yq “ P˚pSt`1 “ y|St “ xq “

$

&

%

0 si y R txp1` ht`1q, xp1` bt`1qu ,
πt`1 si y “ xp1` ht`1q,
1´ πt`1 si y “ xp1` bt`1q.

Démonstration.

St est Ft-mesurable. Soit f : R` Ñ R. Ut`1 est indépendante de Ft

sous P˚ donc on a EP˚rf pStp1` Ut`1q|Fts “ gtpStq avec
gtpxq “ EP˚rf pxp1` Ut`1qs. Donc S est un processus de Markov sous
P˚. De plus, P˚pUt`1 “ ht`1q “ πt`1 ce qui donne

gtpxq “ πt`1f pxp1` ht`1qq ` p1´ πt`1qf pxp1` bt`1qq.

En posant f “ 1tyu, on obtient la matrice de transition Pt.
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Modélisation du marché
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Calcul du prix d’une option europèenne
On s’intéresse au prix d’une option européenne de payoff hT “ hpSTq.
Soit Vt le prix à l’instant t d’une telle option c’est-à-dire l’unique valeur
à l’instant t de toute stratégie de réplication de hT .

Theorem

Soit pvtq0ďtďT la suite de fonctions de R` Ñ R définie par vTpxq “ hpxq et

vtpxq “
1

1` rt

´

πt`1vt`1pxp1` ht`1qq ` p1´ πt`1qvt`1pxp1` bt`1q

¯

.

Alors, pour tout t P t0, ¨ ¨ ¨ , Tu, on a

Vt “ vtpStq.

La stratégie de couverture parfaite (par réplication) de l’option est
caractérisée par la quantité d’actif risqué Φt “ ϕtpSt´1q avec

ϕtpxq “
vtpxp1` htqq ´ vtpxp1` btqq

xpht ´ btq
.
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Démonstration.
Le premier résultat est une application de la proposition sur l’évaluation des
options européennes de type vanille avec ρt`1 “ rt. Pour obtenir les
paramètre de couverture, on a

Vt “ vtpStq “ Φ0
t S0

t ` ΦtSt

ce qui donne
1tUt“htuvtpSt´1p1` htqq “ 1tUt“htupΦ

0
t S0

t ` ΦtSt´1p1` htqq

1tUt“btuvtpSt´1p1` btqq “ 1tUt“btupΦ
0
t S0

t ` ΦtSt´1p1` btqq

en passant à l’espérance conditionnelle Er.|Ft´1s, on obtient

πtvtpSt´1p1` htqq “ πtpΦ
0
t S0

t ` ΦtStq

p1´ πtqvtpSt´1p1` btqq “ p1´ πtqpΦ
0
t S0

t ` ΦtStq

d’où
Φt “

vtpSt´1p1` htq ´ vtpSt´1p1` btqq

St´1pht ´ btq
“ ϕtpSt´1q.
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Cas du modèle binomial homogène

On suppose içi rt “ r, bt “ b, ht “ h donc πt “ π “ r´b
h´b pour tout

t P t1, ¨ ¨ ¨ ,Tu.

Theorem

Le marché binomial est viable si et seulement si

´1 ă b ă r ă h.

Il est alors complet. En posant p˚phq “ π “ r´b
h´b et p˚pbq “ 1´ π.

L’unique probabilité risque neutre P˚ est définie par

P˚ “ bT
t“1p˚.

Sous P˚, les rendements pUtq1ďtďT sont i.i.d. de loi P˚U1
“ p˚.
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Pricing d’options européennes

Theorem

Soit pptq0ďtďT la suite de fonction de R` Ñ R définie par :
"

pTpxq “ hpxq
ptpxq “ 1

1`r pπpt`1pxp1` hqq ` p1´ πqpt`1pxp1` bqqq , t P t0, ¨ ¨ ¨ ,T ´ 1u

alors le prix à la date t de l’option de maturité T et de payoff hpSTq
vérifie

pt “ ptpStq, 0 ď t ď T.

De plus, on a

ptpxq “
1

p1` rqT´t

T´t
ÿ

j“0

pT ´ tq!
j!pT ´ t ´ jq!

p1´πqT´t´jπjhpxp1` hqjp1` bqT´t´jq

et
ϕtpxq “

ptpxp1` hqq ´ ptpxp1` bqq
xph´ bq

.
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Démonstration.

Il s’agit essentiellement d’application de résultats précédents. On a

ptpxq “
S0

T

S0
t
EP˚

”

hpSTq|St “ x
ı

“
1

p1` rqT´t EP˚
”

hpSt

T
ź

s“t`1

p1` Usqq|St “ x
ı

“
1

p1` rqT´t EP˚
”

hpx
T
ź

s“t`1

p1` Usqq

ı

en utilisant le fait que pUsqt`1ďsďT sont indépendants de Ft sous P˚.
En utilisant

P˚
´

T
ź

s“t`1

p1` Usq “ p1` hqjp1` bqT´t´j
¯

“ πjp1´ πqT´t´j.

il vient

ptpxq “
1

p1` rqT´t

T´t
ÿ

j“0

pT ´ tq!
j!pT ´ t ´ jq!

p1´πqT´t´jπjhpxp1`hqjp1`bqT´t´jq.
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Une option américaine de payoff H “ pHtq0ďtďT est un contrat
donnant le droit à l’acheteur d’exercer l’option à n’importe quelle date
t P t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu et de recevoir Ht.
˝ Quel est le prix d’une telle option?
On raisonne par absence d’opportunité d’arbitrage. Par récurrence
descendante, on note Ut le prix à l’instant t de l’option américaine.
˝ Le prix à l’instant T vaut UT “ HT .
˝ A l’instant T ´ 1, il y a deux possibilités :
˝ Si l’acheteur exerce l’option, il reçoit HT´1
˝ Si l’acheteur n’exerce pas et exerce en T, il recevra en T la

somme UT “ HT ce qui équivaut à recevoir en T ´ 1 la somme
1

1` r
EP˚rHT |FT´1s.

Si je suis dans l’état ST´1 “ x (cadre Markovien) et HT “ hpSTq

alors on a
1

1` r
EP˚ rHT |FT´1s “

1
1` r

EP˚ rhpST´1p1` UTq|ST´1s

“
1

1` r

´

πhpST´1p1` hqq ` p1´ πqhpST´1p1` bqq
¯

.
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˝ L’acheteur compare ces deux sommes et choisit la voie la plus
profitable et reçoit donc en T ´ 1

UT´1 “ max
´

HT´1,
1

1` r
EP˚rUT |FT´1s

¯

.

En T ´ 1, il exercera l’option si HT´1 ě
1

1`rEP˚rUT |FT´1s et sinon il
attendra la date T.
˝ A un instant t quelconque, il a encore deux possibilités :
˝ exercer en t et recevoir Ht

˝ attendre en t ` 1. Il est alors ramenée à une option américaine
avec exercice possible en t ` 1, ¨ ¨ ¨ ,T. Ce qui est équivalent à
recevoir Ut`1 en t ` 1 ou encore

1
1` r

EP˚rUt`1|Fts à la date t.

˝ Donc par AOA,
Ut “ maxpHt,

1
1`rEP˚rUt`1|Ftsq ô rUt “ maxprHt,EP˚rrUt`1|Ftsq
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Par conséquent, par AOA, le prix U “ pUtq0ďtďT de l’option
américaine de payoff H vérifie

"

rUT “ rHT
rUt “ maxprHt,EP˚rrUt`1|Ftsq, 0 ď t ď T ´ 1.

Autrement dit, rU “ prUtq0ďtďT est l’enveloppe de Snell de
rH “ prHtq0ďtďT sous la probabilité risque-neutre. On sait alors

rU0 “ U0 “ sup
νPS0,T

EP˚
”

rHν
ı

où S0,T est le temps d’arrêt à valeurs dans t0, ¨ ¨ ¨ ,Tu et le temps
d’arrêt optimal est donné par

ν “ min
!

s ě 0 : rUs “ rHs

)

donc
U0 “ EP˚rrHνs “ sup

νPS0,T

EP˚rrHνs.
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Calcul du prix d’une option américaine

Exemple : evaluation du Put américain
On considère le cas d’un payoff Ht “ hpStq pour le payoff du Put
hpxq “ px´ Kq`. Le prix est donné par l’enveloppe de Snell pUtq0ďtďT

"

UT “ hpSTq,
Ut “ maxphpStq,

1
1`rEP˚ rUt`1|Ftsq

Dans le cas T “ 2, on a l’arbre

S1 “ S0p1` hq

S2 “ S0p1` hq2π

S2 “ S0p1` hqp1` bq1´ ππ

S1 “ S0p1` bq

S2 “ S0p1` hqp1` bqπ

S2 “ S0p1` bq21´ π

1´ π
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On note St,k “ S0p1` hkp1` bqt´k, le prix à l’instant t après k montées
et t ´ k baisses. P˚pSt “ St,kq “ Ck

t π
kp1´ πqt´k. On calcule le prix de

l’option américaine sur chaque noeud de l’arbre par les formules
suivantes :

UTpST,kq “ hpST,kq

UtpSt,kq “ maxphpSt,kq,
1

1` r
EP˚rUt`1pSt`1q|St “ St,ksq

“ max
´

hpSt,kq,
1

1` r

´

Ut`1pSt,kp1` hqqπ ` Ut`1pSt,kp1` bqqp1´ πq
¯¯

˝ Exercice : Calculer le prix du Put américain de caractéristiques :
T “ 3, K “ S0 “ 100, h “ 0.1, b “ ´0.1, r “ 0.05. Quel est le temps
d’exercice optimal de l’option?
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