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Modélisation du marché Le moddle probabiliste

Auto-financement
Prodt vés

Description du modéle probabiliste.

o On se donne un espace de probabilité (22, .4, P). Un scénario de
marché sera noté w € Q.

o IP représente la probabilité rélle ou historique. Elle joue souvent un
r6le mineur.

o Nous ferons dans ce chapitre les trois hypotheses suivantes :

o Lespace (2 est fini.

o  est muni de sa tribu grossiére P(Q2). C’est la tribu engendrée
par tous les scénarios élémentaires {w}, w € Q.

o py = P({w}) > 0 pour tout w € Q, c’est-a-dire que la probabilité
historique charge tous les scénarios. Il n’y a pas de scénarios
inutiles dans €, I'espace (£, .4, P) est dit non-redondant.
ZWEQPW =1

o Nous munissons I'espace (2, A, P) d’une filtration F = (F;)o<;<r OU
la sous-tribu F; représente I'information observable ou disponible a
linstantt e {0, --- ,T}. Fo = {,Q}.
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Modélisation du marché

Le modeéle probabiliste
Aut
Produit:

o Le marché financier est constitué de 4 + 1 actifs négociables $°, S',
.-, 8%etT + 1 dates {0,--- ,T} et T périodes.

o Pour tout t € {0,--- , T}, S! désigne le prix (ou la valeur de cotation)
de I'actif i a Iinstant +. On suppose Si > 0,i € {0,--- ,d},t€ {0,--- ,T}.
o Les prix des actifs a chague instant r ne dépendent que de
I'information disponible en ¢. Pour tout 7 € {0, --- , T}, (S?,--- ,59) est
Fi-mesurable, ce qui revient a dire o(8%,S!,- .- . S4L0<s<1) c F.
o Actif sans risque : S” sera le prix de I'actif sans risque (ou
numéraire) a l'instant z, S) = 1 et $? > 0, pour tout z € {1,--- , T}.

@ S représente la capitalisation a la date ¢ d’'une unité monétaire

placée dans I'actif sans risque a la date 0.

0 0
Q= SiSi _ 8

—1ldoncr, > —1letona

—1 t—1

t

st =TJ+nr).

=1

o Actifs risqués : S!,--- S seront les prix des actifs risqués a la date
1.
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Modélisation du marché

Le modéle probabiliste
Auto-
Prodt

o Pour récapituler les hypothéses, nous avons :
@ (2, A,P) non-redondant
@ F est une filtration avec Fy = {, 1}
@ (S ... 8% 0<i<r €St UN processus F-adapté
@ S)=1letpourtoutze {1,---,T}, S > 0.

o La valeur actualisée d’un actif négociable est sa valeur exprimée en
unités de numéraire :

~ S ~
S;=S—(’), donc S?=1, Vte{0,---,T}.
t

Cela consiste essentiellement a évaluer les prix des actifs, non plus
en unités monétaires mais en unité numéraire. S! est F,-mesurable.
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Modélisation du marché Le moddle probabiliste

Auto-
Prod

Portefeuille ou stratégie

o Un agent ou investisseur sur le marché va constituer un portefeuille
et va donc acheter ou vendre un certain montant d’actifs a chaque
instantre {1,--- ,T}.

o A la date r — 1, au vu des informations disponibles a cet instant, i.e.
Fi_1, l'investisseur va décider d’'une modification de la composition de
son portefeuille qui sera effective a l'instant t. On note ®! la quantité
d’actif i détenue en portefeuille a la date ¢ ou plus précisément sur la
période |r — 1,1].

oOnnote & = (®Y, .-, ®%)y<,<r Une stratégie de portefeuille. Le
choix de ®, ne dépend que de I'information disponible a la date ¢ — 1
pourt > 1:®, est ,_;-mesurable. Le processus ® est donc
prévisible.

o @, est Fy-mesurable. Par extension, nous dirons que ¢ est
prévisible si @, est F,_;-mesurable et ®, est F,-mesurable.

Noufel Frikha Chapitre 4: Marchés financiers a temps discret



Modélisation du marché

Le modeél probablhste
Auto- e
Prodt

o ®iSi est le montant investi dans l'actif i = 0,--- ,d a la date
t€{0,---,T}. La valeur a la date r d’'un tel portefeuille est

d
= ) BiS; = .5, = BVS) + B8}

ou @ = (!, @), Skd = (S, 7). Alors, V& = x = ©(.5p.

o Valeur actualisée d’un portefeuille a la date t € {0,--- , T} :

~s V2 R 33 St
VP = @ =)+ oS = 9.5, S = (1,5
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Modglisation du marché Le modeéle probabiliste

Auto- ement

Produits dérivés

Portefeuille/stratégie autofinancant

o Il s’agit de construire date apres date un portefeuille se finangant lui
méme : la liquidation du portefeuille de la date précédente permet
exactement de construire celui de la date suivante.

o La valeur du portefeuille juste apres les cotations de l'instant r — 1 est
donnée par

d
q);fl.Stfl == Z q);_]S;_]
i=0
o La valeur du portefeuille apres le redéploiement décidé par l'investisseur au
vu des cotations de ¢ — 1 et juste avant celui de la date r est donné par :

d
.51 =Y BISi_
i=0

o La conservation de valeur du portefeuille implique la condition
d’autofinancement :

(13171 -Srfl = (I),.S,,l
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Modélisation du marché . obs -
Lem probabiliste

Auto-financement
Prod

Definition (Portefeuille autofinangant)

Un portefeuille (®,)o<,<r F-prévisible est autofinangant ou
autofinancé si pour tout t € {1,--- , T},

O, .S =B85 | = AD,S,_ ;=0 < AD.S,_, =0

Alors pour toutr e {1,--- , T}
AVE =V V2 =38, -, 1.5 =D.5 — .5, = D.AS,
et donc

t t
VE=VE+VE-Ve =VZ+ ) AV, = V5 + ) 8,.AS,.

s=1 s=1

La notion d’autofinancement se traduit par le fait que la variation de
valeur du portefeuille entre t — 1 et r ne provient que de la variation
des cours entre ces mémes instants.
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Modélisation du marché ) A
Le modeéle probabiliste

Auto-financement

Produits

o La valeur d’un portefeuille auto-financé est donc a chaque instant la
somme de l'investissement initial x = ®,.S, et des gains algébriques réalisés
au gré des cotations.

o On peut également montrer que la valeur du portefeuille peut étre
construite & partir de sa valeur initiale x et (®}*/);<<r. En effet, on a

Y = x — .85 puis par auto-financement ¥ — ®Y = —& 1.5 + Pl Sy
ce qui donne &9 = x — ®1¥.5}*“. De méme, on peut montrer

t
o) =x— 0.5 = Y AGUSY, te {2, T}
s=2

Autrement dit, (®”)o<,<r est entiérement déterminé par x et (®!**)o<<r.
o Aussi, on a

AV =V2 — V2 =0,8 —®,_,.5_ = &8 —d5_, = A5

etdonc V¥ = x + 3 @l ASH = x + 3| ®,.AS, ce qui donne

Ve = 820+ Y'_, ®1.AS). @ nintervient pas pour déterminer V7,
te{l,---,T}.

o Une stratégie de portefeuille autofinancé est la donnée de (x, (®)')1<i<r)
ou de (®%, ®)1<i<r.
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Modélisation du marché

Produits dérivés

o Un actif optionnel ou produit dérivé est un contrat basé sur un actif
sous-jacent négociable, i.e. s’échangeant sur un marché négociable.
o Un actif européen sera assimilé a une variable aléatoire H ne
dépendant que de la valeur d’un ou plusieurs sous-jacent a la date 7.
o Exemples :
Q CalH = (S, —K),, Put:H = (K—Si),
© Bull Call Spread : achat d’un Call avec petit strike K; et vente
d’'un autre Call avec un grand strike K.
H = (Sh— K1)y — (Sh — Ka)+.
© Achat d’'un Put et d'un Call de mémes dates et mémes prix
d’exercices K. H' = (K — Si) 4 + (Sh — K) 4.
o Un actif américain : La date d’exercice igi n’est pas forcément T mais tout
temps honnéte antérieur a T. Acheter un contrat/option américain relatif a un
processus F-adapté H assure a son détenteur le droit de recevoir une et une
seule fois a une date éventuellement aléatoire mais honnéte = de son choix le
payoff H,. Honnéte signifie que si on suit la regle d’arrét = alors {r = t} € F..
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Caractérisation de I'absence d’opportunité d'arbitrage

Plan du chapitre 4

e Caractérisation de I'absence d’opportunité d’arbitrage
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Caractérisation de I'absence d’opportunité d'arbitrage Définitions

Caractérisation de la viabilité

Un portefeuille auto-financé de caractéristiques (x, ') est une
stratégie d’arbitrage si :

@ rinvestissement initial est nul, x = 0.

Q linvestissement en actifs risqués ® = &' vérifie :

VO >0 et VOT 0

ce qui est équivalent a

PVO®>0)=1 et P(V2*>0)>0.

Une stratégie d’arbitrage est donc une stratégie auto-financée dans
laquelle 'investissement initial est nul, le risque inexistant
puisqu’aucune perte n’est possible en T mais qui génére en des
profits pour au moins un scénario w € €.
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Caractérisation de I'absence d’opportunité d'arbitrage Définitions
Caractérisation de la viabilité

Definition
Le marché financier est viable si pour toute stratégie ® admissible
(auto-financée), on a

VI 0= V2 =0 (Q estfini)
ce qui est équivalent a
VPt >0= V% =0

c’est-a-dire s’il n’y a pas de stratégie d’arbitrage sur ce marché.
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Caractérisation de I'absence d’opportunité d'arbitrage Définitions
Caractérisation de la viabilité

Caractérisation probabiliste de la viabilité

Theorem

Le marché financier non redondant est viable si et seulement si il
existe une probabilité P* vérifiant :

@ Pour toutw € Q, P*(w) > 0, i.e. P* est non-redondant
@ Le processus de prix (S;)o<i<r €st une (F,P*)-martingale.

Une telle probabilité (si elle existe) est appelée probabilité
risque-neutre.

Avant de démontrer ce théoréme, on donne quelgues résultats
auxiliaires.

Lemma

Pour toute probabilité risque-neutre Q, pour tout portefeuille (x, ®)
auto-financé, le processus (V:**)o<;<r €st une Q-martingale.
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Caractérisation de I'absence d’opportunité d'arbitrage Définitions
Caractérisation de la viabilité

Démonstration.

Il suffit de remarquer que V;*® = x + (@ : §), avec (S)o<i<r
(F,Q)-martingale donc V est une (F, Q)-martingale. O

Lemma

| \

Soit (X,)o<i<r Un processus a valeurs dans R et F-adapté avec
Fo = {,Q}. Si pour tout ® F-prévisible, borné par1 et nul ent =0
ona

E[(® : X)7] = 0

alors (X;)o<:<r €st une (F,P)-martingale.

N,
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Caractérisation de I'absence d’opportunité d'arbitrage Définitions
Caractérisation de la viabilité

Preuve du lemme.

On traite le cas d = 1. Le cas multi-dimensionnel se traite
composante par composante. Soitze {1,--- ,T} etA € F,_;, on pose :

O, =14, DO, =0, Sis#t

alors (9 : X)r = 1,AX, et donc E[14AX,] = 0 pour tout A € F,.
D’apres la caractérisation de I'espérance conditionnelle, on en déduit

E[AX,|Fi—1] = 0.

Ce résultat étant valable pour tout 7 € {1,--- , T}, on conclut que X est
une (F,P)-martingale. O
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Caractérisation de I'absence d’opportunité d'arbitrage Définitions
Caractérisation de la viabilité

Preuve du théoreme.

On démontre <. Soit P* une probabilité risque-neutre équivalente a P et soit
un portefeuille auto-financé de caractéristiques (0, @) avec ® admissible.
Comme $ est une (F,P*) martingale, il en est de méme pour V*® donc
Eps [V'®] = VI® = 0 donc si Vi»® > 0 alors Vi»® = 0, P*-p.s. ce qui donne
V2% — 0 P-p.s. car P* ~ P. Dong, il n’y a pas de stratégies d’arbitrage.
Démontrons maintenant =. Lespace

= {X : Q — R, variable aléatoire Fr-mesurable} est un espace vectoriel
de dimension |2|. On munit cet espace du produit scalaire X.Y = E[XY].
Lespace

T
r= {\7}‘5 avec ¢ ]—'-prévisible} = {Z ®,.AS,, (®,)o<i<r  prévisible } )
=1
est un sous-espace vectoriel de A. Lespace
={XeA:X>0et E[X]=1}cA

est un compact (fermé et borné) convexe. O
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Caractérisation de I'absence d’opportunité d'arbitrage Définitions
Caractérisation de la viabilité

Fin de la démonstration.

Maintenant, I’'AOA implique T’ ~n IT = . D’aprées le théoréme de
séparation, il existe X* € 4 et un réel a > 0 tels que X.X* > a pour
tout X € IT et X.X* = 0 pour tout X € I". Soit X = 55 alors X € II et
donc (X.X*) x P(wp) = X*(wo) = alP(wg) > 0 pour tout wy € 2. Donc,
la mesure P

Pt = P

E[X*]

est une probabilité équivalente a P. Aussi, pour tout X € T', X.X* = 0
donne Ep[XX*] = 0 ce qui est équivalent & Ep«[X] = 0. Donc pour
tout & F-prévisible, bornée par 1 on a Ep« [Ve'] = 0. D’aprés le

lemme, on a donc S est une (F,P*)-martingale. O
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Caractérisation de I'absence d’opportunité d'arbitrage Définitions

Caractérisation de la viabilité

Pour la preuve, on a utilisé le théoréme de séparation suivant :

Theorem

Soit (E, < .,. >) un R-espace vectoriel euclidien (de dimension finie)
etIl c E un ensemble convexe, fermé, non vide et compact. Soit T’
un R sous espace vectoriel de E tel que Il n T' = ¢ alors il existe x*
tel que < x,x* >= 0 pour tout x € T et un réel a > 0 tel que pour tout
xell, < x,x* >> a.
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lcul du prix d'une option européenne
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multi-période

Evaluation et couverture de produits dérivés européens par arbitrage P
Calcul du prix d’'une option européenne

o Probléme de la réplication : Dans la perspective du vendeur, il
cherche le montant minimum qu’il doit réclamer a I'acheteur pour
pouvoir a I'échéance faire face au paiement de H en gérant "au plus
juste” c’est-a-dire en utilisant un portefeuille auto-financé (x, ) tel
que Vi'* = H.

Definition
Un actif dérivé européen H est réplicable s’il existe un portefeuille

auto-financé de caractéristiques (x, @) tel que : Vi’q’ = H. La stratégie
auto-financée (x, @) est appelée stratégie de réplication.

Lemma

Supposons le marché viable. Si H est réplicable et s'il existe x,x' € R
et ®,d' F-prévisible & valeurs dans R tels que H = Vy'* = vi-*
alors pour toutt € {0,--- , T}, Vi® = v= o,

Noufel Frikha Chapitre 4: Marchés financiers a temps discret



multi-période

Evaluation et couverture de produits dérivés européens par arbitrage

Calcul du prix d’'une option européenne

o Interprétation : Toutes les stratégies de réplication de H ont méme
valeur a chaque instant il n’y a pas unicité de la stratégie de
réplication mais de sa valeur. Cette valeur commune est appelée la
valeur théorique (ou prix théorique) de H a la date 7 : c’est la somme
qui détenue en r permet d’initier une stratégie de réplication et donc
de produire H exactementen T.

Preuve du lemme.

Fixons P* probabilité risque-neutre et (x, @), (x’, ') tels que
H=vy® =vi® alors V5% et V¥-® sont des (F, P*)-martingales.
Ainsi, pour toutz € {0,--- , T}

Vir® = Epx [Vi'®|F)] = Eps [H|F] = Bpe [V 7 | 7] = V1%

etdonc V** = v**' En particulier, x = . O

Noufel Frikha Chapitre 4: Marchés financiers a temps discret



multi-période
Calcul du prix d’'une option européenne

Evaluation et couverture de produits dérivés européens par arbitrage

Dans un marché viable pour tout actif contingent réplicable et pour
toute probabilité risque-neutre P* et toute stratégie auto-financée de
caracteristiques (x, ®) répliquant H, on a

. H
Vl€{07~~-,T}, Vz’q>:S?EP*|:S7()|J—'.t:|
T
En patrticulier, on a

X = ]EP*[;(;]

o Remarque : Le prix théorique de I'option ne dépend pas de la
probabilité risque-neutre choisie. Pour P* et Q* risque-neutre, on a

5[ £17] - 7 = 5 17
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multi-période

Evaluation et couverture de produits dérivés européens par arbitrage P
Calcul du prix d’'une option européenne

Démonstration.

Soit P* une probabilité risque-neutre et (x, ®) une stratégie répliquant
H. S est donc une P*-martingale, donc (V"®)o<,<r aussi. Parant de
Vi"b = H/SY, en prenant I'espérance conditionnelle, on obtient :

" H
Vo® = e | 1|
ST

Definition (Marché financier complet)

Un marché financier est complet si tout actif contingent européen H
est réplicable.

Dans un marché financier non-redondant, 'ensemble des probabilités
risque-neutre est défini par :

P = {Q L Q{w}) > 0, Ywe Q, Eg[AS|F_1] =0, 1 <1< T} .
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Cas d'unm kovien

Cas du modéle bin multi-période

Evaluation et couverture de produits dérivés européens par arbitrage P
Calcul du prix d’'une option européenne

Le théoreme suivant permet de caractériser en terme probabilistes
les marchés completes et montre que P est réduit a un singleton.

Un marché financier viable est complet si et seulement si il existe une
unique probabilité risque-neutre P* ~ P, c’est-a-dire P = {P*}.

En utilisant ce théoréme, on peut alors déterminer le prix de H :

H
vtE{O,”-,T}, Vz)ﬁq):S?EP*[Si(”E]
T

Démonstration.

= Le marché étant viable 'ensemble P des probabilités risque-neutre
est non-vide. Soit P', P? € P, Soit A € Fr. Lactif contingent européen
591, est réplicable. Donc il existe (x, ®) tel que V3® = 591, et donc

P'(A) = P*(A) = Ep [VE®] = Ep[VE®] = x.

car V est une (F.P))-martingale pour i = 1,2. Dongc, P! = P2, O
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Cas d’'un marct kovien
Cas du modéle binomial multi-période
Calcul du prix d’'une option européenne

Evaluation et couverture de produits dérivés européens par arbitrage

< On procéde par contraposition. On suppose que le marché viable
n’est pas complet. On va montrer I'existence de deux probabilités
risque neutre. On sait qu’il existe au moins une probabilité
risque-neutre P* € P. On pose E = {X : Q — R, v.a. Fr-mesurable}.
On munit E du produit scalaire X.Y = Epx [XY]. Soit A le s.e.v. défini
par

T
A= {‘7;@ : xeR, CD]?-prévisibIe} = {x 4 Z ®,.AS, : xeR, @f—prévisible} .
=1

Le marché n’étant pas complet, il existe H non-identiquement nul tel
que H/SY ¢ A. On considére la projection orthogonale sur A :

H H
Y = — — Proj%™ (=
S(; J A (S(%

).

On aY # 0 et Epx [XY] = 0 pour tout X € A. La variable aléatoire
1= V" e Adonc Ep« [V;°Y] = Epx[Y] = 0 O
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Cas d’'un marct

Cas du modéle binomial multi-période

Evaluation et couverture de produits dérivés européens par arbitrage 1
Calcul du prix d’'une option européenne

Démonstration.

On pose

Y
P** =1+ P ¥ = Y 0.
(1 g7 11 =i >

dong P**(w) = (1 + s )P*(w) > (1 — Sil)P* (w) > P*(w),/2. Donc
P** ~ P*. Maintenant, soit & un processus prévisible F-prévisible, a
valeurs dans IRid borné par 1, nul en 0. S est une P*-martingale et

(®:8)r = V2 e Adonc

Epss[(® : $)7] = Epx [(® : §)7] + =———Epx [YV2®] = 0.

1
2|Y

Donc d’aprés le lemme, S est une P**- martingale donc P** et P*
sont deux probabilités risque-neutre. O
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Cas d’'un mar /ien

. L , . Cas du m e binomial multi-période
Evaluation et couverture de produits dérivés européens par arbitrage ~ o T
Calcul du prix d’'une option europeenne

Relation de parité Call-Put :

o Notons C; et P, la valeur théorique a 'instant ¢ d'un Call et d’'un Put
européen de maturité T et de prix d’exercice K. On sait d'apres les
résultats précédents que C; et P, sont deux (F, P*)-martingales avec

Sr—K K-S
C: = S)Eps [(Tsio)ﬂ]:z], P, = S)Epx [(SioT)Jr\]:z]-
T T

Remarquons que I'on a

(Sr—K)+ (K=S8r)+ + K
Sy —K)y —(K—Sr)y = Sr—K - = Sr—
(T )+ ( T)+ T = S’(} S(% T S(%

et (S))o<i<r est une (F,P*)-martingale donc

5 50
C, — P, = S'Eps [(Ti)\}',] — S, — K=t
ST ST

Noufel Frikha

Chapitre 4: Marchés financiers a temps discret



Cas d'un marché Markovien
Cas du modéle

Evaluation et couverture de produits dérivés européens par arbitrage Caleul du prix d

Algorithme d’évaluation d’options européennes dans
le cas d’'une marché Markovien

On suppose que le marché financier est complet et constitué d’'un
seul actif risqué et d’'un actif sans risque. On fait les deux hypothéses
suivantes :

@ Lactif risqué est une (P*, F)-chaine de Markov de transition
(P1)eqo,-- 1y C'est-a-dire pour tout 7 € {0,--- , T — 1}

P*(Srﬂ = Y|E) = P*(SIH = y|S,) = P,(S,,y)

avec (x,y) — P,(x,y) est le noyau de transition.
@ Lactif sans risque S° est donné par

—1
) =TT+ pisa ()
i=0

ou (p;)1<:i<r €st une suite de fonctions a valeurs dans | — 1, +o|.
On a donc que S° est supposé prévisible.
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Cas d'un marché Markovien
Cas du mod binomial multi-période

Evaluation et couverture de produits dérivés européens par arbitrage

Calcul du prix d’'une option européenne

Soit (v;)o<i<7 la suite de fonction de E dans R . définie par la
récurrence descendante :

vr(x) = k(x), x€ E

vi(x) !

= N'Px, , xeE0<t<T-1
1+ pro1 (1) Z (Ve (v),  x

yEE

Alors, pour toutt € {0,--- , T}, le prix a l'instant ¢ de I'option
européenne de payoff k(Sy) et maturité T vérifie

1
pi = (S) = S{Bes | SK(STIF].
T
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Evaluation et couverture de produits dérivés européens par arbitrage

On cherche a évaluer 'actif européen de payoff H = k(S7). On sait
que pour toutr € {0,--- , T}

?
s
-
\
i

p,:Ep*[ K(SPIF] [T+ prea (52)

i

1+ Pz+l )

I
o

ErmeLSaL!

On considére le processus V défini par Vy = vy(Sp) et

t—1

Vi =v(S;) , 1<tr<T.
' ' t[l:g +p1+1 )

Montrons que V est une (F,P*)-martingale. Tout d’abord, on
remarque V est F-adapté.
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Markovien

Evaluation et couverture de produits dérivés européens par arbitrage

Ensuite, [ ], m est F,_;-mesurable. On a donc
t—2 1 1
Eps | Vi|Fiz1| = E S| Fi—
re [ 7] = [ ey Ty e s
= 1 1
= vi()Pi(Si-1, )

i—0 (1+ p,+1(S)) I+ Pr(Stfl) );5 ' e

=2

2 NI

t—1-

Donc V est une martingale. Et on a donc Ep« [Vr|F;] = V; ce qui

donne
T—l —1
ve(Sy)
]-"] = (S} - .
[ l:O +p,+1 )' e ’ng,HS) 9
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Cas d’'un marct ien
Cas du modeéle binomial multi-période
Calcul du prix d’'une option européenne

Evaluation et couverture de produits dérivés européens par arbitrage

Lespace des scénarios est défini par Q = [],_, {b, h}. T périodes et
T + 1dates, r=0,---,T. Les réels b, et h, vérifient pour tout
te{l,---,T}, —1 < b, < h. On rappelle que P est définie sur la tribu
grossiére P(f) et est supposée non-redondante, P({w}) > 0 pour
tout w € Q. Le modeéle est constitué de deux actifs (4 = 1), I'actif sans
risque dont le processus S° est donné par
12
vre {0, T}, Si=1 S\ =]]1+nr)
s=1
ou (r,)o<s<T €St Une suite déterministe a valeurs dans | — 1, .
Le second est I'actif risqué et son processus de prix S est donnée par
So = 50 et
S{+l:Sl(1+Ut+])7 0<t<T—-1
ou la variable aléatoire U, désigne I'application r-eme coordonnée

T
U : Q= H {bs, hs} — {bs, b}
s=1

et U,(w) = w, avec w = (wy)1<s<T-
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Cas d’'un marct kovien
Cas du modeéle binomial multi-période
Calcul du prix d’'une option européenne

Evaluation et couverture de produits dérivés européens par arbitrage

Nous posons F = (F;)o<i<T @vec Fy = {5, Q} et F, = o(Uy, -, U,),
1 <t<T.Onaaussio(Uy,---,Ur) =P(£2).Toute l'information est
bien révélée en T. D’autre part, le processus de prix S est clairement
F-adapté puisque S, = so [ [._, (1 + U,) ainsi o(Sy, - -+, ;) = F, pour
0<r<T.Aussi, s ¢ s
t t — Or—1

. Si—1 ! Si—1
donc Uy,--- ,U, esto(Sy,- - ,S,)-mesurables et on a
Je = J(Ula"' 7Ul‘) = O—(Sla"' 7St)'

Theorem

Sous I'hypothese —1 < b, < h;, 1 <t < T, le marché est viable si et
seulement sib, < r, < h, pour tout 1 < t < T. Le marché est alors
complet P = {P*}.

Sous l'unique probabilité risque-neutre P*, les rendements (U;)<i<r
sont des variables aléatoires indépendantes de lois

. re— by
 h—b,

P*(U,=h)=m P*(U,=b)=1-m, =
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Cas d’'un marché Markovien
Cas du modeéle binomial multi-période
Calcul du prix d’'une option européenne

Evaluation et couverture de produits dérivés européens par arbitrage

Démonstration.

On suppose le marché viable. Soit P* une probabilité risque neutre,
donc telle que S est une (F,P*)-martingale. Alors

= ~ ~ 1+ U,
St = ]E]P* [St+1‘.;;] = St]E[FD* [7I+I|E:|

1+ ry
donc Ep« [U;11|F;] = 141 ce qui donne Eps« [U;41] = r141. Or
riv1 = Epse [Urr1] = P*(Upg1 = hep1) i1 + (1 = P* (U1 = hig1))brgr

donc P*(Uryy = hyy) = % Comme P* ~ P,

P*(U,y 1 = hiy 1) € (0, 1) ce qui donne

rtE(b,,h,), 1<t<T.
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Cas d’'un marché
Cas du modeéle binomial multi-période

Evaluation et couverture de produits dérivés européens par arbitrage 1
Calcul du prix d’'une option européenne

Démonstration.

Réciproquement, supposons maintenant que r, € (b, h,), 1 <t < T.
Alors on définit sur (22, P(Q))

P*=pi® - ®p7
avec pf ({h;}) = m et p¥({b;}) = 1 — m,, c’est-a-dire pour tout
weQ=T1, {h, b}

P*(w) = [ [ p () > 0.

Remarquons que pour w; € {h;, b;},

t—1 T
PS,(w) = P* (U, = w) = P* ([t} x fwik x [ tho,a})

s=t+1

= p*(w) [ [ ¥ (s, s}) = pf(w).

SF#L
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Calcul du prix d’'une option européenne

Evaluation et couverture de produits dérivés européens par arbitrage

Démonstration.

Sous P*, les variables (U, - - - , Ur) sont indépendantes. En effet, par
définition

t=1

]P)*((Ula 7UT) = (Wla"' 7WT)) = HP;R(Wt) = HP*(UZ = Wt)

De plus, Epx [U;] = hm, + b,(1 — 7,) = 1, donc (a faire en exercice)
Epx[Si+1| 7] = S,. Le marché est donc viable.

Il reste a montrer qu'il n’existe pas d’autre probabilité risque-neutre.
Soit Q une autre probabilité risque neutre. S est une Q-martingale
donc

Eq[Ui+1|F] = rie1 = QWUis1 = hep1|Fr) = g1, Q(Uig1 = bigt|Fr) = 14741,

donc Qu,, = pf,-

O

Noufel Frikha Chapitre 4: Marchés financiers a temps discret



Cas d’'un marché Markovien
Cas du modeéle binomial multi-période
Calcul du prix d’'une option européenne

Démonstration.

Q(U,,--- ,U»,v)(xla co axT) =Ko [1 Ui=x; """ 1UT:xT]
= EQ [1 Uy=x """ 1UT—1=XT—1Q(UT = xT‘fT*I)]

= p*(xr)Eq [1 Up=x 1 Ur_l:xr_l]

Evaluation et couverture de produits dérivés européens par arbitrage

Il
1~

p*(x)

o
Il

Il
1~

QUI (xt)-

1

-
Il

Donc sous Q, (Uy,- - - , Ur) sont indépendants et

Q=Qu,, vy = -1 Qu, = ®_,Pp, = P*.
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Cas d’'un mar
Cas du modeéle binomial multi-période
Calcul du prix d’'une option européenne

La suite S = (S;)1<:<r €St une P*-chaine de Markov et sa matrice de
transition P est donnée par

Evaluation et couverture de produits dérivés européens par arbitrage

0 Siy ¢ {x(1+ heyy),x(1 + b
Pi(x,y) = P*(Si41 = yISi = x) = Tr+1 Sl:y:x(l—FhH_l),
1 -7 Siy=x(1+bu).

Démonstration.

S, est F,-mesurable. Soit f : R, — R. U, est indépendante de 7,
sous P* donc on a Ep:« [f(S;(1 + Urt1)|F:] = g:(S:) avec

&/(x) = Epx [f(x(1 + U,41)]. Donc S est un processus de Markov sous
P*. De plus, P*(U,+1 = 1) = m41 CE qui donne

(%) = mpaf (1 + hug1)) + (1= mp)f (6(1 + brgr))-

t+l)}‘

En posant f = 1y,,, on obtient la matrice de transition P,. O
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Evaluation et couverture de produits dérivés européens par arbitrage o . a
Calcul du prix d'une option européenne

Calcul du prix d’une option européenne

On s’intéresse au prix d’une option européenne de payoff hr = h(S7).
Soit V; le prix a 'instant r d’'une telle option c’est-a-dire I'unique valeur
a l'instant r de toute stratégie de réplication de 7.

Theorem

Soit (v)o<i<r la suite de fonctions de Ry — R définie par vr(x) = h(x) et

1
Vr(X) = m(ﬂ'ﬂAV:«H(X(I ar ht+l)) + (1 = 7Tt+l)Vr+1(X(1 P br+l)>.
Alors, pour toutt € {0,--- ,T}, ona

Vy = V[(S[).

La stratégie de couverture parfaite (par réplication) de I'option est
caractérisée par la quantité d’actif risqué ®, = ¢,(S—1) avec

_ vi(x(1 + k) = ve(x(1 + br))
L)DI()C) - X(h; _ b/) .
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Cas d’'un marché Markovien
Cas du modéle binomial multi-période
Calcul du prix d'une option européenne

Démonstration.

Le premier résultat est une application de la proposition sur I'évaluation des
options européennes de type vanille avec p;+1 = r,. Pour obtenir les
parameétre de couverture, on a

Evaluation et couverture de produits dérivés européens par arbitrage

Vi =v(S) = BYS) + DS,

ce qui donne 00
1w, =nyvi(Sim1 (1 + he)) = 1y, (275 + DS 1 (1 + hy))

1=y vi(Sim1(1 4+ b)) = 140,25 (87! + ®iSi—1(1 + b))
en passant a I'espérance conditionnelle E[.|F,—:], on obtient
v (Si—1 (1 + hz)) = m (P ,OS? + ,S))
(1 = 7)Wi(Si—1(1 4+ b)) = (1 — ) (DYS) + @,5))
d’ou
Vt(St—l(l + h[) - Vr(Sz—l(l ar bt))
Si—1(he — by)

d;, = = @r(sr—1)~
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Cas du modéle bin multi-période

Evaluation et couverture de produits dérivés européens par arbitrage o . a
Calcul du prix d'une option européenne

Cas du modele binomial homogéne

On suppose igi r, = r, b, = b, h, = h donc m, = m = 7=~ pour tout
te{l,--- T}

Theorem
Le marché binomial est viable si et seulement si

—1l<b<r<h.

Il est alors complet. En posant p*(h) = m = =2 et p*(b) = 1 — .

Lunique probabilité risque neutre P* est définie par

P* = ®tT:]p*.

Sous P*, les rendements (U;)1<;<r Sont i.i.d. de loi P}, = p*.
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Cas du modéle binomial multi-période

Evaluation et couverture de produits dérivés européens par arbitrage o . a
Calcul du prix d'une option européenne

Pricing d’options européennes

Soit (p,)o<i<r la suite de fonction de R — R définie par :

{pT(X) h(x)
pt(x) = % (WPHI( ( +h)) + (1 _W)thrl(x(l +b))) , L€ {07"' 7T— 1}

a/o;s le prix a la date t de I'option de maturité T et de payoff h(Sy)
vérifie

pr=p(S), 0<t<T.

De plus, on a

_ 1 - (T —1)! T—1—j_j j T—1—j
pi(x) = T ZO]"(T—z—j)!(l_”) wh(x(1 + hY(1 + b)T")
et

or(x) = p:(x(1 + h)) — p(x(1 —|—b)).

x(h —b)
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Cas d’'un mal vien

" ) L , . Cas du modeéle binor multi-période
Evaluation et couverture de produits dérivés européens par arbitrage

Calcul du prix d'une option européenne

Il s’agit essentiellement d’application de résultats précédents. On a

pilx) = fﬂ«: [1(50)1ss = o] = e [’l(s’ﬂl“ +U)IS = x|
1 T
- e [h(xsllu +Uy)]

en utilisant le fait que (U;).+1<s<r sont indépendants de F; sous P*.
En utilisant

T

P*( H 1+ U;) = (1 +ry(1+ b)T*’*f) — (1 — 7)T~",
s=i+1
il vient
_ 1 T—t (T — t)! S ; .
pi(x) = (1 + )7 ;)ﬂ(T_t_j)!(l—ﬂ) wh(x(1+hY(1+b) ).

Noufel Frikha
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Calcul du prix d’'une option américaine

Plan du chapitre 4

e Calcul du prix d’'une option américaine
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Calcul du prix d’'une option américaine

Une option américaine de payoff H = (H,)o</<r €St un contrat
donnant le droit a I'acheteur d’exercer I'option a n'importe quelle date
t€{0,---,T} et de recevoir H,.
o Quel est le prix d’'une telle option ?
On raisonne par absence d’opportunité d’arbitrage. Par récurrence
descendante, on note U, le prix a I'instant ¢ de 'option américaine.
o Le prix a l'instant T vaut Ur = Hr.
o Alinstant T — 1, il y a deux possibilités :

o Sil'acheteur exerce 'option, il regoit Hr_,

o Silacheteur n’exerce pas et exerce en T, il recevraen T la

somme Ur = Hy ce qui équivaut a recevoir en T — 1 la somme

Eps [Hy | Fr—1].
1+r IP’*[ T| T l]
Si je suis dans I'état Sy, = x (cadre Markovien) et Hy = h(St)
alorson a
1 1
mEP* [Hr|Fr-1] = mEP* [A(S7—1(1 + Ur)|S7-1]

- wh(Sr—1(1 + h)) + (1 — ®h(Sr=1(1 + b)) |
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Calcul du prix d’'une option américaine

o Lacheteur compare ces deux sommes et choisit la voie la plus
profitable et regoitdoncen T — 1

1
Ur_y = (H_,—E U]-'_).
T—1 max T11+r1P*[T|T1]
En T — 1, il exercera I'option si Hr_; > %HEP* [Ur|Fr—1] et sinon il
attendra la date T.
o A un instant r quelconque, il a encore deux possibilités :

o exercer en t et recevoir H,
o attendre en ¢ + 1. Il est alors ramenée a une option américaine

avec exercice possible enz + 1,--- , T. Ce qui est équivalent a
recevoir U,y en r + 1 ou encore

1 o
mEp* [Uir1|F:] aladater.
o Donc par AOA, N N N
U, = max(H,, 75 Ep+ [Ui1|Fi]) < U, = max(H,, Epx [U,41]F7])

Noufel Frikha Chapitre 4: Marchés financiers a temps discret



Calcul du prix d’'une option américaine

Par conséquent, par AOA, le prix U = (U,)o<i<r de I'option
américaine de payoff H vérifie

Ur =Hy
U, =max(H,Epx[U1|F]), 0<t<T-1.

Autrement dit, U = (U,)o<i<r est 'enveloppe de Snell de
H= (H,)0<,<T sous la probabilité risque-neutre. On sait alors

INJO = Uy = sup Epx [ﬁy]

veSo,r

ou Sy,r est le temps d’arrét a valeurs dans {0, --- , T} et le temps
d’arrét optimal est donné par

y:min{s>0:f]s:ﬁs

——

donc

U() = E]p* [[NJ,,] = Ssup E]p*[~,,].

veSo,r
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Exemple : evaluation du Put américain

On considére le cas d’un payoff H, = h(S,) pour le payoff du Put
h(x) = (x — K)+. Le prix est donné par I'enveloppe de Snell (U;)o<i<r

{ Ur = h(ST)7
U: = max(h(S)

Dans le cas T = 2, on a l'arbre

5 Epx [Ur1]F])

g l+r

xS = So(1 + h)?
/
So(1 + h)
/ ﬁsz = So(1 + h)(1 + b)
= $2 =So(1+h)(1+b)
\\ /
Si = So(1 + b)
1\32 = So(1 + b)?
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Calcul du prix d’'une option américaine

On note S, ; = So(1 + K*(1 + b)'~*, le prix a l'instant ¢ aprés k montées
et r — k baisses. P*(S; = S;x) = Ckr*(1 — 7)"=*. On calcule le prix de
I'option américaine sur chaque noeud de 'arbre par les formules
suivantes :

Ur(Stx) = h(Stx)
1

Ut(Sth) = maX(h(St,k)7 m]EIP* [Ut+1(St+l)|St = Sz,k])

1
masc (h(S.4), 7 (U (Sua(l + W) + Upg (Se(1 + B)) (1 = ) )
o Exercice : Calculer le prix du Put américain de caractéristiques :
T=3K=S8,=100, h=0.1, b = —0.1, r = 0.05. Quel est le temps
d’exercice optimal de I'option ?
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